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摘要 :  根据压电材料修正后的 Hellinger_Reissner( H_R)变分原理, 建立了各向异性压电材料 4 节点

Hamilton 等参元的一般形式# 为智能叠层板自由振动问题和带有压电块的叠层悬臂梁的瞬态响应

等问题提出了一种新的半解析法# 数学模型的基本步骤: 将压电层和主体层看成独立的三维体,

在平面内离散各层,分别建立各层的方程; 根据主体层和压电层在连接界面上广义应力和广义位

移的连续条件,联立主体层和压电层的方程得到全结构的控制方程# 等参元不限制智能板侧面的

几何边界形状、板的厚度和层数, 有广泛的应用领域# 
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引   言

Hamilton正则方程的形式对经典力学的微分几何描述有着非常本质的意义[ 1] , 但这种理

论以前很少在弹性力学中得到应用,文献[ 2]至文献[ 4]首次把它引入到弹性力学中# 作者在

文献[ 2]至文献[ 4]的基础上研究了压电材料板的自由振动问题中[ 5]# 压电材料的正则方程和

弹性材料的正则方程在形式上和特征上相似# 两者的方程中包含了广义位移和广义应力# 

压电材料与一般弹性材料或复合材料混合的叠层板(图 1)是一种常见的智能结构# 从外

表上看,这种叠层板与复合材料叠层板有很多类似之处,但由于压电层的存在使结构各种特性

分析增加了难度:例如,两种材料的本构关系差别很大,压电材料具有机电耦合效应;结构的数

学模型应满足力学量和电学量边界条件等# 

文献[ 6]分析了压电材料多种有限元元素的特点和优劣# 文献[ 7]在智能结构中扩展了分

层理论的应用, 但是分层理论有一个难以克服的困难, 那就是控制方程的自由度数因层数的增

加而增多# 

本文推导了各向异性压电材料的Hamilton 4节点等参元的一般形式, 对智能叠层板、梁两

类动力学问题进行了数值研究# 
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       图 1 智能板             图 2  等参元的局部坐标

1  Hamilton等参元

设各向异性压电材料的本构方程
[ 7]

  Ri = C ijCj - eikEk , Di = eijCj + EikEk , ( 1)

其中 Ri是应力分量, D i 电位移分量; Cj 和Ek分别为应变和电场强度分量; Cij 弹性刚度系数, Eij

介电常数; eij 是压电常数# 

广义应变_位移关系为

  Cij = ( ui , j + uj, i ) / 2, E i = - <, i , ( 2)

其中 ui 为位移, <为标量电势# 

压电材料在笛卡尔坐标系下的 H_R混合变分原理[ 5, 8] :

  D0 = DQQQV
( P

T
Q, z - H )dV - DQQS

u

T
T

( Q - �Q)dS - DQQS
R

�TTQdS , ( 3)

其中 H 是 Hamilton函数

  H = - P
T
( ( G1Q) + ; T21( G2Q) ) + Q

T
F +

1
2
P
T ; 11P -

1
2

( G2Q)
T ; 22( G2Q) -

1
2
K,

式中 G1、G2是微分算子矩阵
[ 5]

, ; ij 是与材料的刚度、压电和介电系数相关的矩阵,在下文中我

们用 ki 表示 ; ij 中的元素

  P = [ Rxz  Ryz  Rz  Dz ]
T

, Q = [ u  v  w  <]
T

,

  �T = [�Tx  �T y  �T z  �T q ]
T
, F = [ f x  f y  f z  f q ]

T
,

对于固有振动问题 K= QX2QTQ;对于动力响应问题 K= Q(5QT /5 t ) (5Q/5 t ) , Q是材料密度

矩阵# 

式( 3)中被消去的平面内向量 P1 = [ Rx  Ry  Rxy  Dx  Dy ]
T可用向量 P 和 Q来表示

  P1 = ; 21P + ; 22( G2Q)# ( 4)

设等参元素(图 2)各节点的变量的场函数和形函数为

  

u = [ N( x , y ) ] u
e
( z ) , v = [ N ( x , y ) ] v

e
( z ) ,

w = [ N( x , y ) ] w
e
( z ) , < = [ N ( x , y ) ] <e( z ) ,

Rxz = [ N( x , y ) ] Rexz ( z ) , Ryz = [ N( x , y ) ] Reyz ( z ) ,

Rz = [ N( x , y ) ] Rez ( z ) , Dz = [ N ( x , y ) ] D
e
z( z ) ,

( 5)

  Ni ( N, G) =
1
4

(1 + NiN) (1 + GiG)   ( i = 1, 2, 3, 4)# ( 6)

假设广义应力和广义位移边界满足 T = �T, Q = �Q,将式(5) 和式(6) 代入式(3) ,执行变
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分,并对加速度向量 &Q 实施Wilson_H变换[ 9]
,在时间点 t + H$t 处,则有控制方程

  QQM
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e

| J | dNdG d
dz
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e
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e
( z )
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其中   P
e
( z ) = [ R

e
xz ( z )  R

e
yz ( z )  R

e
z ( z )  D

e
z ( z ) ]

T
,

  Q
e
( z ) = [ u

e
( z )  v

e
( z )  w

e
( z )  <

e
( z ) ]

T
,

  K
e
11 =

A11 A12 A13 A14

A15 A16 A17 A18

A19 A20 0 0

A21 A22 A23 A24

, K
e
12 =

A11+ H A12 0 A13

A14 A15+ H 0 A16

0 0 H 0

A17 A18 0 A19

,

K
e
11中:  A11 = - k11a - k13b, A12 = - k 16a - k18b, A13 = - k21a - k 23b,

  A14 = - k26a - k28b, A15 = - k12b - k 13a, A16 = - k17b - k18a,

  A17 = - k22b - k23a, A18 = - k27b - k28a, A19 = a, A20 = b,

  A21 = - k14a - k15b, A22 = - k19a - k 20b, A23 = - k24a - k25b,

  A24 = - k29a - k30b, a = N
T
( AN) , b = N

T
( BN ) ;

K
e
12中:  A11 = k 31aa + k33( ab + ba ) + k40bb , A12 = k32ab + k33aa + k37bb + k 40ba,

  A13 = k34aa + k 35ab + k41ba + k42bb , A14 = k32ba + k 37bb + k33aa + k40ab ,

  A15 = k36bb + k 37( ba + ab) + k40aa, A16 = k 38ba + k39bb + k 41aa + k 42ab ,

  A17 = k34aa + k 41ab + k35ba + k42bb , A18 = k38ab + k 41aa + k39bb + k 42ba,

  A19 = k43aa + k 44( ab + ba) + k 45bb , aa = ( ANT ) ( AN) , ba = ( BNT
) ( AN ) ,

  bb = ( BN
T

) ( BN) , ab = ( AN
T

) ( BN) , H=
6QW
H
2
$t

2;

  K
e
21 =

k1 W k 2 W k3 W k 4 W

k2 W k 5 W k6 W k 7 W

k3 W k 6 W k8 W k 9 W

k4 W k 7 W k9 W k10 W

,

  M
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= diag( W) , K
e
22 = - [ K

e
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T
, F
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= - [ N
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f
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*
q ]

T
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  f
*
x = f x +

6Q
H
2
$t

2ut +
6Q
H$t

Ûut + 2Q&u t , f
*
y = f y +

6Q
H
2
$t

2v t +
6Q
H$t

Ûv t + 2Q&v t ,

  f
*
z = f z +

6Q
H
2
$t

2w t +
6Q
H$t

Ûw t + 2Q&w t , f
*
q = f q# 

W= N
T
N 是4 @ 4矩阵, A= 5/5x 和B= 5/ 5y 是微分操作符, J 是雅可比矩阵;各种常见边界

条件的处理方法与文献[ 9]类似# 

由各向异性压电材料等参元的一般形式可简单地得出各向同性材料、正交异性材料的等

参元# 例如,假设各向同性或正交异性的极化方向为 z 坐标, 则有 ki = 0, i = 2, 3, 4, 6, 7,

11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 25, 28, 29, 30, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 44# 

如果是角铺设板, ki = 0, i = 3, 4, 6, 7, 11, 12, 13, 16, 17, 18, 24, 25, 29, 30, 34, 35, 38,

39, 41, 42# 
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2  数 学模 型

考虑一 n层的智能板,并把复合材料或弹性材料层也视为压电材料,但压电系数 e ij = 0# 

对第 m 层的元素按有限元方法进行组装,可获得其控制微分方程

  
dHm ( z )

dz
= KmHm (0) + �Rm ( z ) , ( 8)

式中略去了时间下标 t + H$t , m 表示第m 层# 

式( 8)的精确解为

  Hm ( z ) = Tm ( z ) Hm (0) + Rm ( z ) , ( 9)

其中 Tm ( z ) = eKm
#z

, Rm ( z ) = Q
z

0
eKm

( z- S)�Rm ( S)dS# 

根据层间的连续关系有

  Hj ( z j ) = Hj+ 1(0)   ( j = 1, 2, 3, ,, n - 1) , ( 10)

所以可得到下列 n 层板的迭代方程

  Hn ( zn ) = F
n

j = 1
Tj H1(0) + F

n

j = 2
Tj R1( z 1) +

    F
n

j = 3

Tj R2( z 2) + ,+ Rn( z n)# ( 11)

式( 11)是叠层板上下表面节点物理量的线性方程,矩阵形式如下

  
P( z )

Q( z )
=

T11 T12

T21 T22

P(0)

Q(0)
+

Rp

Rq

# ( 12)

对于固有振动问题,板上下表面的广义应力列向量为 0, P( z ) = P(0) = 0,等效载荷向量

Rp = Rq = 0,因而从方程(12) 可导出 T12Q(0) = 0, 其非零解条件是

  | T12 | = 0# ( 13)

对于动力响应问题, 有下面的关系式

  
P( z ) t+ H$t = T11P(0) t+ H$t + T12Q(0) t+ H$t + ( Rp ) t+ H$t ,

Q( z ) t+ H$t = T21P(0) t+ H$t + T22Q(0) t+ H$t + ( Rq) t+ H$t# 
( 14)

根据时刻 t + H$t上下表面的已知条件可求得相应时刻上下表面的广义位移# 通过方程

( 9)可求得板层间介面的广义位移和广义应力# 

3  数 值算 例

例 1  考虑一 5层的简支叠层板[ 7] (图 1) ,板的宽度 a/ H = 4, H 是总厚度# 子层是复合

材料层( Gr/ Epoxy) ,按[ 0/ 90/ 0]的形式铺设, 厚度均为 0. 276 H# 上下层为压电材料( PZT_4) ,

厚度均为 0. 1H ,设各层材料的单位密度为( Q= 1 kg/ m3) 叠层板各材料的弹性常数,压电常数

和介电系数列于表 1# 分析结果列于表 2和图 3至图 5# 

为了验证瞬态响应的分析程序,首先分析文献[ 10]中的例子# 材料特性和几何参数: E

= 210 GPa/ m2, M= 0. 25, eij = 0, E11/ E0= 3. 5, E22/ E0 = E33/ E0 = 3. 0, Q= 800 kg/ m3; h =

0105 m, 板的长和宽 a = b = 0. 25 m,板上表面作用均匀的阶跃压力: q0= 100 kN/ m2# 因为板

较厚,将板划分为 4层进行计算,平面内的网格为 4 @ 4# 图 6表明本文的结果较柔, 这正好说

明了目前的结果是可接受的,因为本文的等参元素中包含了应力项,考虑了剪切效应, 而且厚
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度方向是解析的# 
表 1 材料的特性

PZT- 4 Gr/Epoxy

弹性常数 C 压电常数 dij / ( m/ V) 介电常数 E 弹性常数 C 介电常数 E

E 11 = E 22 = 81. 30 /GPa d31 = - 122. 0E- 12 E11/ E0 = 1 475 E11 = 132. 38 /GPa E11/ E0 = 3. 5

E33 = 64. 5 / GPa d32 = - 122. 0E- 12 E22/ E0 = 1 475 E22 = E33 = 10. 76 / GPa E22/ E0 = 3. 0

G12 = 30. 60 / GPa d33 = 285. 0E- 12 E33/ E0 = 1 300 G12 = G13 = 5.65 / GPa E33/ E0 = 3. 0

G 23 = G 13 = 25. 60 /GPa d 24 = 0.0E - 12 / G 23 = 3. 61 / GPa /

M12 = 0. 33 d 15 = 0.0E - 12 / M23 = 0. 49 /

M23 = M13 = 0. 43 / / M12 = M13 = 0. 24 /

  表 2           智能板的基频 ( f 1a/ HQ1/ 2103) ( kg/ m) 1/2

开路(目前的解) 精确解[ 7] 闭路(目前的解) 精确解[ 7]

网格 8@ 8 14@ 14 20@ 20 / 8@ 8 14@ 14 20@ 20 /

结果 150. 69 147. 68 146. 46 145. 38 150. 69 147. 68 146. 46 145. 34

误差 E/ %    0. 745    0. 744

      图 3  位移 w 沿厚度的变化          图 4 电势 <沿厚度的变化

      图 5  Rxz 和Ryz 沿厚度的变化            图 6 板中点位移

  例 2  图 7( a)是一端固支的智能梁[ 11] , Lim和Varandan[ 11]用了 3种元素对图 7( b)所示的

结构建立了细致的有限元模型: 压电块及其下面的梁采用 20节点的块体元素(图 7( c) ) ; 压

电块附近区域采用 13节点的五面体元素过渡(图 7( d) ) ; 其它区域使用 9节点的平面元素(图

7( e) ) # 该方法在数值结果的精度和时间消耗等方面很有优越性# 但是这种方法不宜处理厚
板问题和图7( a)所示的叠层梁# 本文的平面等参元却能分析图7中的任意情形# 建立结构控
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制方程的具体方法见文献[ 12]# 

图 7  带有压电传感器的悬臂智能梁

表 3 材料的特性

PZT- 4 Gr/Epoxy

弹性常数 Cij /GPa 压电常数 eij / ( c/m
2) 介电常数 Eij / ( F/m) 弹性常数 Cij / GPa 介电常数 Eij / ( F/m)

C11 = C22 = 126. 0 e31 = - 6. 5 E11 = 1. 53E - 8 C11 = C33 = 130.0 E11 = 3. 1E - 10

C33 = 118.0 e32 = - 6. 5 E22 = 1. 53E - 8 C22 = 120. 0 E22 = 2.65E- 10

C12 = 79. 50 e 33 = 23. 3 E33 = 1. 3E- 8 C12 = 80. 0 E33 = 2.65E- 10

C23 = C13 = 84. 10 e 24 = e 15 = 17 / C13 = C 23 = 80. 0 /

C 44 = 23. 3 / / C44 = 24. 2

C55 = C66 = 23. 0 / / C55 = C 66 = 24. 2 /

  表 4 智能梁前二阶基频 ( Hz)

闭路 开路

网格 12@ 1 24@ 1 12@ 1 24@ 1

阶数 1 2 1 2 1 2 1 2

结果 10. 21 40. 12 9. 92 38. 48 10. 23 40. 13 9. 92 38. 49

       图 8  梁自由端的位移            图 9  压电块上表面的电势

  例 3  瞬态响应问题(图 7( a) ) # 设主体梁材料的密度 Q= 1 600 kg/ m
3
, 压电材料

(PZT_5H) 的密度 Q= 7 500 kg/m3
,其它参数见表3# 主体梁按[ 0/ 90/ 0] 的形式铺设,每一层的

厚度为 0. 03 H ,压电块的厚度为 t = 0. 1 m, H = 0. 06 m, L = 3. 6 m, d = 0. 3 m, l = 0. 9 m, w

= 0. 8 m# 

叠层梁前两阶固有频率列于表4# 设在开路情况下,梁自由端的阶跃载荷 Fz = - 100N作

用, H= 1. 4, $t = 1 @ 10- 3 s# 载荷作用点的位移和压电块上表面的电势见图 8和图 9# 
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4  结   论

1) 用传统的有限元方法研究板壳问题时, 线性平面元或壳元局限于薄壁板壳或中厚板

壳,而本文的Hamiltonian等参元对板的厚度没有限制# 

2) 由于传递关系的反复应用, 本文的方法在厚度方向是解析法, 最终的控制方程的未知

量与结构层数和厚度无关# 

3) 数值结果保证了所有材料层层间位移和横向应力的连续性# 

4) 本文的等参元为侧面几何边界不规则的智能板的分析提供了理论基础# 

感谢  本文作者感谢中国民用航空学院基金的资助( 05YK07M)# 
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Abstract: Based on the Hellinger_Reissner (H_R) mixed variational principle for piezoelectric mater-i

al, a unified 4_node Hamiltonian isoparametric element of anisotropy piezoelectric material was estab-

lished. A new semi_analytical solution for the natural vibration of smart laminated plates and the tran-

sient response of the laminated cantilever with piezoelectric patch was presented. The major steps of

mathematical model are as follows: the piezoelectric layer and host layer of laminated plate were con-

sidered as unattached three_dimensional bodies and discretized by the Hamiltonian isoparametric ele-

ments. The control equation of whole structure was derived by considering the compatibility of gener-

alized displacements and generalized stresses on the interface between layers. There is no restriction

for the side_face geometrical boundaries, the thickness and the number of layers of plate by the use of

the present isoparametric element. The present method has a wide application a.

Key words: piezoelectric material; smart laminated plate; vibration analysis; Hamiltonian isoparamet-

ric element; semi_analytical solution
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