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考虑晶粒几何形状的尺度效应
X
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摘要:  复合材料方法中的混合律方法在研究纳米晶体材料力学性能时得到了广泛的使用,准确

得出各相的体积分数对该方法结果的准确性具有十分重要的影响1 将纳米晶体看成由晶界、晶粒

和三叉晶三相组成的复合材料,根据晶粒具有多面体的几何特点, 用二维的三相复合的正多边形

模型来研究纳米晶体力学性能的尺度效应, 对于不同几何形状的晶粒采用对应的正多边形模型,

这样我们就可以更加准确地得到各相的体积分数, 从而更好地预测纳米晶体材料的力学性能1 

关  键  词:  纳米晶体;  正多边形模型;  屈服应力;  体积分数;  晶界

中图分类号:  TB383; TG115. 5   文献标识码:  A

引   言

众所周知, Hall_Petch关系( H_P关系)
[ 1, 2]
在粗晶粒尺度范围内能够很好地反应晶粒尺寸

与屈服应力或硬度之间的关系

  Ry = R0+ k yd
- n

, H = H 0+ kH d
- n

,

其中 Ry为屈服应力, R0为晶格摩擦力, H 为硬度, H 0为单晶硬度, k y和 kH 是正常系数, d 为晶

粒的直径1 式中 n 的典型值为 0. 5,文献[ 3] 认为某些材料 n应取值为 11 但这一关系只适用

于晶粒尺寸较大的时候,当晶粒尺寸在纳米尺度下小于 100 nm时, 大量的试验结果表明纳米

晶体材料的屈服应力或硬度与晶粒尺寸间的关系表现出反H_P 关系[ 3_8] 1 为了解释这种反H_

P 关系,并得到一个在纳米尺寸范围也适用的新的尺度依赖关系, 在过去的十几年中不少研究

者提出了一些新的模型, 也有一部分工作在原有H_P关系基础上进行修正1 围绕纳米晶体力

学性能的尺度效应所进行的工作主要是从两个方面展开的:一是从纳米晶体变形物理机制上

来研究, 如晶界的扩散蠕变
[ 9_10]

,晶界的相互作用
[ 11]

,晶界滑移
[ 12_13]

,三叉晶的扩散蠕变
[ 14]
和

三叉晶的旋转位移
[ 15_16]

,也有同时考虑晶界位错和三叉晶综合效应
[ 17]

;另一个是复合材料方

法中混合律方法, 文献[ 18]应用该方法描述多晶材料1 这种方法在描述纳米结构材料的 H_P

关系中得到广泛使用,其主要思想是用非常简单的混合律方法来预测具有复杂结构固体的宏

观力学性能,即是把纳米晶体材料看成多相复合材料, 其宏观物理量为各相分量乘以各自的
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体积分数之和1 这种方法能够简单有效地预测纳米晶体的力学性能, 但在求解各相体积分数

时存在一定的问题, 并且没有考虑各相几何形状和特性的相互作用1 对于纳米晶体材料,文献

[ 19_22]采用了两相复合材料模型(晶粒和晶界相)来研究纳米晶体的尺度效应, 文献[ 23]用三

相模型(晶粒、晶界和三叉晶相)讨论了三叉晶对纳米晶粒力学性能的影响, 并得出了晶粒尺

寸与屈服应力的关系,文献[ 24_25]用四相模型(晶粒、晶界、三叉晶和四结晶相)得到了晶粒尺

寸与屈服应力之间的关系,文献[ 26]用四相模型并且考虑到纳米晶体的空隙率的尺度效应,文

献[ 27_28]也采用了两相模型,并同时考虑了晶界扩散蠕变的影响1 文献[ 29]对较早的一些模

型做了综述性介绍1 
在混合律的方法中, 文献[ 19_20, 23]将晶粒假设为一正方形形状的多相复合模型, 文献

[21]中假设晶粒为球形, 并用一个两相复合的圆模型作为纳米晶体材料的代表性单元,文献

[ 24_25]则用三维的四相复合的立方体模型来作为纳米晶体材料的代表性单元1 关于晶界的
厚度有两种做法:一种是认为晶界的厚度为一常数, 例如文献[ 19_20, 25_26]都定义其值为 1

nm,文献[ 22]认为不同的纳米晶体材料晶界的厚度是不一样的, 如Cu的晶界厚度为 2 nm, Ni_P

为1. 4! nm;第二种则认为晶界的厚度与晶粒尺寸是相关的, 晶界厚度是晶粒尺寸的一个函

数[ 21, 23_24] 1 

我们知道, 在纳米尺寸范围内,界面的体积分数变得很高, 有些达到 49%
[ 30] 1 当晶粒尺

寸只有几个纳米时, 三叉晶的体积分数将变得非常大, 它对纳米晶体材料力学性能的影响将会

是十分显著的1 鉴于此, 当我们采用混合律方法来研究纳米晶体材料的力学性能时,尽可能准

确地反应各相的体积分数就显得尤为重要, 同时在晶粒尺寸非常小时还应考虑三叉晶对纳米

晶体的影响1 

1  模型的建立

本文将以文献[ 23]为基础,将纳米晶体材料看成由晶界、晶粒和三叉晶三相组成的复合材

料,如图 1b所示1 考虑到纳米晶体材料的晶粒具有多面体的几何特点,我们采用三相复合的

正多边形模型作为纳米晶体材料的代表性单元, 对于不同的几何形状的晶粒采用不同的正多

边形模型1 如图 1a,晶粒形状为立方体的可以采用正方形模型;如图 2a, 晶粒形状为正四面体

的可以采用正三角形模型;而图 3a 形状的晶粒则可以采用正六边形模型, 如图 3b1 与此类似
地,我们还可以将其它一些晶粒形状采用与之对应的正多边形模型1 这即是说, 晶粒的面数

越多,采用的正多边形模型的边数也越多,反过来,我们采用的正多边形模型的边数越多,就代

表多面体晶粒的面数越多1 

图 1a 立方体形状晶体        图 2b  正方形模型

由于正多边形为对称结构,对于一个 n条边的正多边形模型,可以取出模型的1/ n来进行

分析(如图3b中的阴影部分) 1 如图4所示, H为正多边形一条边所对应的内角, 其值为2P/ n ,

n = 3, 4, 5, 6, ,, w 代表晶界的厚度, d 为晶粒的直径, o 为正多边形的形心 1 正多边形模型

的面积和三叉晶、晶界及晶粒的面积分别表示为 s、s tj、s gb和 sg :
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 图 2a  正四面体形状晶体         图 2b 三角形模型

图 3a  正十二面体晶体          图 3b 正六边形模型

图 4 计算简图

  s = nd
2
tan( H/ 2) / 4, ( 1)

  st j = nw
2
/ 4sin( H) , ( 2)

  sgb = nw [ 2dtan( H/ 2) - wtan( H/ 2) -

     w / sin( H) ] / 4, ( 3)

  sg = n ( d - w )
2
tan( H/ 2) / 41 ( 4)

三叉晶、晶界及晶粒相所占的体积分数分别表示为 f tj、f gb 和

f g , 则有

  f tj =
s tj
s

=
w

2cot( H/ 2) csc( H)
2d

2 , ( 5)

  f gb =
sgb

s
=

w [ 2d - w - w cot( H/ 2) csc( H) ]
d
2 , ( 6)

  f g =
sg
s

=
( d - w )

2

d
2 1 ( 7)

因此,

  E = E g f g + Egb f gb + E tj f tj, ( 8)

  Ry = Rg f g + Rgb f g + Rt j f tj , ( 9)

式中 Rg、Rgb、Rt j和 Eg、Egb、E tj分别表示晶粒相、晶界相、三叉晶界相的屈服应力和弹性模量1 
将式( 5)、( 6)、( 7)式代入式( 9)则可以得到

  Ry = Rg +
2w ( Rgb- Rg)

d
+

w
2
[ 2( Rg - Rgb) + ( Rtj - Rgb) csc

2
( H/ 2) ]

2d2 1 ( 10)

类似文献[ 23] ,得到

  
2w ( Rgb- Rg)

d
= k hpd

- 1/ 2
, ( 11)

其中 Rgb、Rg、k hp为常数,而晶界的厚度 w 与晶粒尺寸d 相关, w = f ( d) ,

  w = f ( d ) = kmd
1/ 2

, ( 12)

  km =
k hp

2( Rgb- Rg)
1 ( 13)

由图 4可知: d > w / sin( H) ,且 d > k
2
m / sin

2
( H) , 将式( 12)带入式( 5)、( 6)、( 7)可得到纳米晶体

材料三相所占体积分数表达式
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  f tj =
k
2
mcot( H/ 2) csc( H)

d
, ( 14)

  f gb =
km[ 2d

1/ 2
- km- kmcot ( H/ 2) csc( H) ]

d
, ( 15)

  f g =
( d - kmd

1/ 2
)
2

d
2 1 ( 16)

将式( 14)、( 15)、( 16)代入式( 8)和( 9)可以得到

  Ry = Rg + 2km( Rgb- Rg) d
- 1/ 2

+

    k
2
m [ 2( Rg - Rgb) + ( Rtj - Rgb) csc

2
( H/ 2) ] d- 1

/ 2, ( 17)

  E = E g + 2km( E gb- E g) d
- 1/ 2

+

    k
2
m [ 2( Eg - E gb) + ( E tj - Egb) csc

2
( H/ 2) ] d- 1

/ 21 ( 18)

令 x = d
- 1/ 2

, 式( 17)可表示为

  Ry = Rg + 2km( Rgb- Rg) x + k
2
m [ 2( Rg - Rgb) + ( Rtj - Rgb) csc

2
( H/ 2) ] x 2

/ 21 ( 19)

由式( 19)可知,当 x = 2( Rgb- Rg) / km [ 2( Rgb- Rg) + ( Rgb- Rij) csc
2
( H/ 2) ] 时 Ry达到临界

值, 则有临界尺寸 d0 = k
2
m [ 2( Rgb- Rg) + ( Rgb- Rij) csc

2
( H/ 2) ]

2
/ 4( Rgb- Rg)

2
,临界尺寸与 H有

关,即与我们采用的何种正多边形模型有关的,当 Rtj > Rgb时,采用的模型的边数越多,得到的

临界尺寸越小; 而当 Rtj < Rgb时,采用的模型边数越多,得到的临界尺寸越大1 当 d > d0时,

屈服应力与晶粒尺寸关系表现为正H_P关系;当 k
2
m / sin

2
( H) < d < d 0时,屈服应力与晶粒尺寸

关系表现为反H_P 关系1 

2  计 算结 果

2. 1  三相模型

由式( 14)、( 15)和( 16)可知, 晶粒和界面(界面由三叉晶和晶界组成)的体积分数与 H无

关,即与我们采用的何种正多边形模型无关, 而当把界面相再分成三叉晶相和晶界相两相后,

二者的体积分数与 H有关,这即是说:在同一尺寸下, 采用不同的正多边形模型三叉晶和晶界

的体积分数是不一样的, 但二者的和(即界面的体积分数)是相同的, 而这正好体现了纳米晶体

多面体的几何特点1 

对于 Ni_P, km = 3. 72 @ 10
- 5

m
1/ 2

(参数来自文献[ 23] ,本文定义的晶界厚度是文献[ 23]的

两倍,由式( 13)知 km是文献[ 23]中的两倍) 1 采用不同正多边形模型所求得的各相体积分数
见图 5, F3tj和 F3gb分别表示用正三边形模型得到的三叉晶和晶界的体积分数, F4tj和 F4gb、F5t j和

F5gb、F6tj和 F6gb等分别表示用正四、五、六边形模型等得到的三叉晶和晶界的体积分数1 很明

显,当晶粒尺寸只有几个纳米时, 三叉晶的体积分数相当的大(见图 5) ,此时三叉晶的力学性

能对晶体的力学性能具有重要的影响1 随着晶粒尺寸的增大, 三叉晶的体积分数也逐渐变得

越来越小, 与文献[ 31]用十四面体来作为Ni_P 晶粒的几何形状所得结果一致1 在相同的晶粒

尺寸下,采用正三角形模型时得到的三叉晶的体积分数最小而晶界的体积分数最大,但界面的

体积分数与所采用的何种正多边形模型无关1 这说明在相同的晶粒尺寸下, 多面体晶粒的面

数越多,三叉晶的体积分数越大,而晶界的体积分数却越小1 
对于Ni_P晶体,同样用文献[ 23]中的参数, Rtj = 2 710 MPa、Rgb = 9 200 MPa、Rg = 3 940

MPa、E g = 204 GPa、Egb = 184 GPa、E t j = 143 GPa、k hp = 0. 39 MPa#m1/ 21 这里分别用正三角
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     图 5  Ni_P各相体积分数           图 6  Ni_P的弹性模量与晶粒尺寸关系

 图 7  Ni_P的屈服应力与晶粒尺寸关系         图 8  Cu的屈服应力与晶粒尺寸关系

形、正四边形、正五边形和正六边形模型来计算, 如图 6和图 7所示, L 3、L 4、L5、L 6 分别表示用

正三边形、正四边形、正五边形和正六边形模型计算结果1 可以看出在相同的晶粒尺寸情况
下,用正三边形模拟得到的弹性模量值最大, 用正六边形模拟得到的弹性模量值最小, 并且随

着晶粒尺寸的增大, 各条曲线也在逐渐靠近1 而当晶粒的尺寸很小时, 用不同的多边形模拟

所求得的弹性模量和屈服应力值差别是比较大的, 这是因为晶粒尺寸很小时三叉晶和晶界的

体积分数都很大, 并且用不同正多边形模型计算出来的体积分数是不一样的, 它们对纳米晶

体的力学性能的贡献也会不一样, 所以计算出来的屈服应力和弹性模量自然也就会有很大差

别1 
对于 Cu, 取文献[ 23]中的参数, Rtj = 1 000MPa、Rgb = 900MPa、Rg = 25 MPa、khp = 0. 172

@ 106 Pa#m1/ 2
, 采用不同正多边形模型的计算结果见图 8,显然用正三边形模型计算时与试验

值[ 8]更加吻合1 

对于Ni, Rt j = 2 350 MPa、Rgb = 2 060 MPa、Rg = 400MPa、k hp = 0.66 @ 106 Pa#m1/ 2
, 采用不

同正多边形模型的计算结果见图 91 很明显,用正六边形模型计算时与试验值
[ 32]
比较吻合1 

若纳米晶体材料的三叉晶、晶界和晶粒的屈服应力(或弹性模量)始终不变,而晶粒的几何

形状是可以控制的1 我们从式( 19)可以看出,在同一晶粒尺寸下, 当 Rtj < Rgb( E tj < Egb) 时,

多面体晶粒的面数越多, 其屈服应力(弹性模量) 也越小, 如图 6和图 7, 此时为了得到更好的

力学性能, 制备该晶体材料时应该控制晶粒的面数尽可能少; 当 Rt j > Rgb( E tj > E gb) 时,多面

体晶粒的面数越多, 屈服应力(弹性模量) 越大,如图 8和图 9, 此时为了得到更好的力学性能,

制备该晶体材料时应该控制晶粒的面数尽可能多; Rtj= Rgb( E t j= Egb) 的情况将在 2. 2节作更

为详细的讨论1 
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 图 9  Ni的屈服应力与晶粒尺寸关系        图 10  Fe的屈服应力与晶粒尺寸关系

( L 为正多边形模型理论值)

2. 2  两相模型

当三叉晶与晶界的屈服强度和弹性模量相同时,此时由三相复合模型变为两相复合模型1 
将 E tj = Egb, Rtj = Rgb 分别代入式( 18)和( 19)得到

  E = E g + 2km( E gb- E g) d
- 1/ 2

+ k
2
m( Eg - Egb) d

- 1
, ( 20)

  Ry = Rg + 2km( Rgb- Rg) x + k
2
m( Rg - Rgb) x

21 ( 21)

由式( 20)、( 21)可知,晶体的弹性模量和屈服应力将与我们采用的何种正多边模型无关, 即把

晶体看成晶粒和界面两相复合材料,此时用不同正多边形计算的屈服应力或弹性模量与晶粒

尺寸之间的曲线完全相同1 因此当我们把晶体看成两相复合材料时,没有考虑到晶粒的几何

形状特点1 文献[ 21]采用了两相复合圆模型,这里采用文献[ 21]中 Fe的参数来进行计算, Rt j

= Rgb = 2 800MPa、Rg = 100 MPa、khp = 0. 48MPa#m1/ 21 如图 10所示, 可以看出对于Fe用

两相复合模型计算的结果与试验结果是比较相符的, 但只有在三叉晶的屈服应力与晶界的屈

服应力值非常接近时, 用两相复合模拟才能得到比较好的结果1 根据文献[ 23]的数据, Rtj =

3 000 MPa、Rgb = 2 800 MPa, 二者的值比较接近1 

3  结   论

由于纳米晶体具有多面体几何结构特点,我们可以采用正多边形模型来预测纳米晶体材

料的力学性能1 多面体晶粒的面数越多,要采用相应边数的正多边形模型1 当我们用一个边
数比较多的正多边形来计算时,就代表了所计算的晶粒的面数也比较多1 

本文采用正多边形复合材料模型来预测纳米晶体材料的力学性能,计及纳米晶粒的几何

形状,可以更加真实准确地反映出纳米晶体的力学性能,体现出明显的尺度效应1 主要有以下
结论:

1) 当晶粒的尺寸很小时, 三叉晶和晶界所占晶体的体积分数很大, 此时他们对晶体的力

学性能影响十分显著1 而当晶粒的尺寸较大时,晶粒的体积分数较大,此时晶粒的力学性能占

主导作用, 三叉晶和晶界相的影响比较小1 在相同的晶粒尺寸下,多面体晶粒的面数越多,三

叉晶的体积分数越大, 而晶界的体积分数却越小1 
2) 当 Rt j> Rgb( E tj > E gb) 时, 为了得到更好的力学性能,制备该晶体材料时应该控制晶粒

的面数尽可能多;当 Rt j < Rgb( E tj < E gb) 时,为了得到更好的力学性能, 制备该晶体材料时应

该控制晶粒的面数尽可能少1 
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3) 如果三叉晶与晶界的屈服应力相同, 此时是把纳米晶体材料看成两相复合材料1 当真
实的三叉晶与晶界的屈服应力(弹性模量)值相差比较小时,两相的复合材料模型也能比较好

的预测纳米晶体的力学性能, 并且此时采用的多边形模型与多边形的边数无关,这也说明两相

复合材料不能反映出纳米晶体的几何结构特点; 若三叉晶和晶界的屈服应力(弹性模量)值相

差很大时,应该用三相的复合材料模型来计算1 
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Scale Effect and the Geometric Shapes of Grains

GUO Hui,  GUO Xing_ming

( Shan gha i Institute of Applied Mathema tics and Mechan ics , Shan gha i Univer sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract: The / rule_of_mixture0 approach has become one of the widely spread ways to investigate

the mechanical properties of nano_materials and nano_structures, and it is very important for the sim-

ulation results to exactly compute phase volume fractions. The nanocrystalline( NC) materials were

treated as three_phase composites consisting of grain core phase, grain boundary ( GB) phase and

triple junction phase, and a two_dimensional three_phase mixture regular polygon model was estab-

lished to investigate the scale effect of NC materials mechanical properties due to the geometrical

polyhedron characteristics of crystal grain. For different multi_sides geometrical shapes of grains, the

corresponding multi_sides regular polygon model was adopted to obtain more precise phase volume

fractions and exactly predict the mechanical properties of NC materials.

Key words: nanocrystalline ( NC) material; phase mixture regular polygon models; yield stress; vo-l

ume fractions; grain boundary ( GB)
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