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扁柱面网壳的非线性动力学行为
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摘要:  用连续化法建立了正三角形网格的三向单层扁柱面网壳的非线性动力学方程和协调方程1 

在两对边简支条件下用分离变量函数法给出扁柱面网壳的横向位移1 由协调方程求出张力, 通过

Galerkin 作用得到了一个含二次、三次的非线性动力学微分方程1 通过求 Floquet 指数讨论平衡点

邻域的稳定性,用复变函数留数理论求出 Melnikov函数, 可得到该动力学系统发生混沌运动的临界

条件1 通过数值计算模拟和 Poincar�映射也证明了混沌运动存在1 
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引   言

兼有杆系结构和薄壳结构固有特性的曲面型网壳结构, 具有受力合理、重量轻、造价低等

优点,目前在大跨度覆盖建筑中得到广泛应用1 由于地震海啸频繁发生,地球表面经常遭受狂

风暴雨、暴雪袭击1 1963年罗马尼亚布加勒斯特国立经济展览馆、1978年美国康涅狄格州哈

特福德城一座体育馆在大风雪中倒塌, 9415号台风引起温州机场网壳屋盖的破坏1 这种网壳

结构动态稳定性问题自然提出来了1 国内外学者对这方面都有研究[ 1_8] , 但关于网架、网壳结

构的分岔和混沌的研究尚未查到,我们在文献[ 9_11]中初步研究了网架网壳的分岔与混沌运

动1 该文也是在网格结构研究分岔与混沌运动的继续1 

1  物理方程和等效刚度

平面正三角形网格单元有效刚度[ 12] :

Txx = T yy =
3 3
4a1

EA , T xy = Tyx =
3

4a1
EA, Bxx = Byy =

3 3
4a1

EI , Bxy = Byx =
3

4a1
EI ,

其中 A 为杆横截面积, E 为弹性模量, I 为杆惯性矩, a1为杆长,

  N x = Txx Ex + Txy Ey =
3 3
4a1

EA Ex +
1
3
Ey ,
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  N y = Tyy Ey + Tyx Ex =
3 3EA
4a1

Ey +
1
3
Ex , N xy = N yx = Txy Exy =

3EA
4a1

Exy ,

  Mx = BxxVx + BxyVy =
3 3EI
4a1

Vx +
1
3 Vy ,

  My = BxyVx + ByyVy =
3 3EI
4a1

Vy +
1
3
Vx , Mxy = Bxy Vxy =

3EI
4a1

Vxy ,

其中   Vx = -
52

W

5x 2 , Vy = -
52

W

5y 2 , Vxy = - 2
52

W
5x5y1 

对图 1所示扁柱壳,

  Ex =
5u
5x +

1
2

5W
5x

2

, Ey =
5 V
5y -

1
R
W+

1
2

5W
5y

2

,

  Exy =
5U
5y +

5V
5x +

5W5W
5 y5x ,

U、V、W分别为 x、y 的方向上位移, R 为柱面网壳 y 方向的曲率半径1 

2  基本方程和边界条件

由扁薄壳非线性动力学理论:

  3 3EI
4a

l 1( W) = q + l2( W, <) +
1
R

52<
5x 2 - c

5W
5 t - C

52W
5 t2

, ( 1)

  3a
2EA

l 1( <) = -
1
2
l 2( W, <) -

1
R

52
W

5x 2 , ( 2)

图 1  单层扁柱面网壳

这里

Nx =
52<
5 y2

, N y =
52<
5x 2, Nxy = - 2

52<
5x5y ,

l1 =
54

5x 4+ 2 54

5x 25y 2 +
54

5 y4
,

l2( W, <) =
52W
5x 2

52<
5y 2+

52W
5 y2

52<
5x 2-

     2
52<
5x5y

52W
5x5y ,

c 为阻尼系数, C为单元体的物体质量1 边界条件为两底对边简支:

当 x = 0, x = a 时,平均位移

  �ex = 0, ( 3)

当 y = 0, y = b 时, 平均位移

  �ey = 0, ( 4)

�ex、�ey 分别为x、y 方向上平均相对位移1 设扁柱壳位移为

  W = Q( t ) sinAx sinBy , ( 5)

其中   A=
P
a
, B=

P
b
1 

  将方程( 5)代入方程( 2)的右端,解方程得

  n2< =
f

2
( t )
32

a
b

2

cos2Ax +
b
a

2

cos2By +
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    1

RP2 f ( t )
a
2
b
4

a
2
+ b

2sinAx sinAy - n2
px y

2

2
+

py x
2

2
1 ( 6)

将方程( 5)、( 6)代入方程( 1)通过Galerkin作用可得

  n1
P6

16 f ( t )
1

a
2+

1

b
2 +

P6

256n
2f

3
( t )

1

a
4+

1

b
4 +

py
R

-
2P2 b2

3n2R ( a
2
+ b

2
)
2f

2
( t ) -

    P2

24Rb
2
n2
f

2
( t ) +

P2 b4

16R
2
n2( a

2
+ b

2
)
2f ( t ) - px

P4

16a
2f ( t ) - py

P4

16b
2f ( t ) +

    P2

16
c
5f ( t )
5 t +

P2

16
C
52
f ( t )

5 t2
= q, ( 7)

其中 n1 = 3 3EI / (4a) , n2 = 3a / (2EA ) , px、py 是边界侧张力平均值1 
引入无量纲量

  N( t ) =
f ( t )
B

, K=
a
b
, k

c
y =

a
2

RB
, P

c
x =

n2pxb
2

B2
, P

c
y =

n2pya
2

B2
,

  Q =
qn2a

2
b
2

B3
, n3 =

qB2

8A
, c1 =

cP2
a
2
b
2
n2

16B2
, C1 =

n2P
2
a
2
b
2 C

16B2
1 

由方程( 7)可得

  C1
52
N( t )
5 t 2

+ n3
P
6

16
1
K
+ K

2

+ k
c2
y
P
2

16
1
K
+ K

- 2

N( t ) +

    c1
5N( t )
5 t -

2P2

3
k

c
y

K2

(1 + K2) 2
+
P2

24
k

c
y K

2
N
2
( t ) +

    P6

256

1

K2
+ K2 N3( t ) -

P2

16
( p

c
x + p

c
y) N( t ) + k

c
y p

c
y = Q, ( 8)

其中   I = B41 
由边界条件( 3)、( 4)可得

  p
c
x = -

P
2

8
1

K2
+ L 1

1- L
2N

2
( t ) + Lk

c
y

4

P
2
(1- L

2
)
N( t ) - k

c
y

4K
2

P
2
(1+ K

2
)
2N( t ) , ( 9)

  p
c
y = -

P2

8
( K2

+ L)
1- L2

N2( t ) + K2kc
y

4

P2
(1 - L2

)
N( t ) - k

c
y

4K2

P2(1 + K2)2
N( t )1 ( 10)

取 Q = Q0cos 8t 将方程( 9)、( 10)代入方程( 8)得

  52N( t )
5 t 2

+ X2N( t ) + c2
5N( t )
5t - A1N

2
( t ) + A2N

3
( t ) = F 1cos 8t , ( 11)

其中

  X2
=

1
C1

n3
P
2

16
1
K+ K

2

+ K
2 P

2
- 64

16P
2
( K

2
+ 1)

2k
c2
y + k

c2
yK

2 4

P
2
(1- L

2
)

,

  A1 =
1
C1

3P2kc
y ( K

2
+ L)

8(1- L2)
+

5P2 kc
y K

2

12(1 + K2) 2
+
P2 kc

y K
2

24
,

  A2 =
1
C1

P
2
(1+ K

4
)

256K2
+
P
6
( K

4
+ 2K

2
L+ 1)

128(1 - L2
) K2

, c2 =
c1

C1
, F 1 =

Q0

C1
1 

取 S = Xt , G( t ) = ( X/ A2) N( t ) , 则方程( 11)变为标准方程

  d2G( S)
dS

2 + G( S) - B2G
2
( S) + G

3
( S) = Fcos

8
X
S- B0

dG( S)
dS

, ( 12)

其中 B0 = c2/ X, B2 = A1/ ( X A2) , F = F1/ X
31 方程( 2)的自由振动方程解为[ 10_11]

  G1, 2 =
2

a ? bsin( S+ c)
, ( 13)
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这里

  a = 2B2/ 3, b = a
2
- 21 

若初始速度为 0,位移不为 0,取 c = nP+ P/ 2 ( n = 0, 1, 2, 3, ,) , 则

  G1, 2 =
2

a ? bcos S1 ( 14)

若初始速度不为 0, 位移不为 0可取 c = 0则可得

  G1, 2 =
2

a ? bsinS
1 ( 15)

3  Melnikov函数
[ 12]

为了书写方便, 方程( 12)中以 t 代S, 以 X代替 8 / X1 取( 14)式中

  G=
2

a - bcos S
, ( 16)

  dG
dt

- 2bsint

( a - bcos t ) 2
, ( 17)

  M ( t 0) = Q
+ ]

- ]
- B0

dG
dt

2

+ F
dG
dt

cosX( t + t0) d t1 ( 18)

通过留数计算可得

当 X= 1时,

  M ( t 0) = -
2
3 B0B2

2
3 B2 + 2

2
3 B2- 2 P-

2 2FP 2B2/ 3 - 2

2B2/ 3+ 2
cos t 0; ( 19)

当 X= 3时,

  M ( t 0) = -
2
3
B0B2

2
3
B2+ 2

2
3
B2- 2 P-

    
6 2F( 2B2/ 3 - 2) 2P

( 2B2/ 3 + 2) 4B22/ 9- 2
cos3t 01 ( 20)

当

  X = 1, F >
B0B2
6

2
3 B2+ 2

4
9 B

2
2- 2, ( 21)

  X = 3, F >
B0B2
18

(2B2/ 3+ 2) 2 4B22/ 9- 2

2 - 2B2/ 3
( 22)

时就存在同宿点,系统可能产生混沌运动1 

从下面的时程曲线图(图 2、3) , Poincar�映射图(图 4、5) , 相轨曲线图(图 6、7)可看出该动

力系统在一定条件下产生混沌运动1 

4  讨   论

1) 由式( 21)、( 22)可知阻尼越小外激励越大,越容易产生混沌运动1 
2) 由式( 14)的两个解,无论用哪个解求出的 Melnikov 函数是一样的1 

3) 由固有频率 X2的式子可以看出, 扁柱网壳结构动力学特性和结构特征尺寸及材料性

质有关1 
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图 2 时程曲线图 ( B0 = 0. 5, F = 100)      图 3  时程曲线图 ( B0 = 0. 5, F = 500)

图 4 Poincar�映射图 (B0 = 0. 5, F = 100)    图 5  Poincar�映射图 ( B0 = 0. 5, F = 500)

图 6  相轨曲线图 ( B0 = 0. 5, F = 100)      图 7  相轨曲线图 ( B0 = 0. 5, F = 500)
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Nonlinear Dynamical Behavior of Shallow

Cylindrical Reticulated Shells

WANG Xin_zhi1,  LIANG Cong_xing1,  HAN Ming_jun1,

YEH Kai_yuan2,  WANG Gang3

( 1. School of Science , Lanzhou Univer sity of Techn ology ,

Lan zhou 730050, P . R . China ;

2. Phy sics College , Lan zhou Univer sity , Lan zhou 730000, P . R . Chin a ;

3. Design Art Academy , Lan zhou Un iv er sity of Technolo gy , Lan zhou 730050, P . R . China )

Abstract: By using the method of quasi_shells , the nonlinear dynamic equations of three_dimensional

single_layer shallow cylindrical reticulated shells with equilateral triangle cell were founded. By using

the method of the separating variable function, the transverse displacement of the shallow cylindrical

reticulated shells were given under the conditions of two edges simple support. The tensile force was

solving from the compatible equations, a nonlinear dynamic differential equation containing the second

and third order is derived by using the method of Galerkin. The stability near the equilibrium point

was discussed by solving the Floquet exponent and the critical condition is obtained by using Melnikov

function. Existence of the chaotic motion of the single_layer shallow cylindrical reticulated shell is ap-

proved by using the digital simulation method and Poincar�mapped.

Key words: reticulated shells; method of quasi_shells; chaotic motion; critical condition
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