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摘要:  采用双重 Fourier变换, 分析得到弹性半空间地基受竖向稳态荷载作用下的积分变换解1 

与四边自由矩形板的振动解析解相结合,得出弹性半空间地基上四边自由矩形板稳态振动的解析

解1 还给出算例及参数影响分析1 
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引   言

弹性地基板是一种常见的工程结构形式,广泛应用于机场、道路、码头以及建筑结构的基

础等工程中[ 1_2] ,因而得到了广泛重视和大量研究1 现有的研究,要么采用Winkler 地基模型[ 3]

或双参数地基模型[ 4] ;要么对地基反力做一些假设[ 5] ; 要么不能全部满足板的边界条件[ 6]等;

要么用数值方法[ 7]或半解析方法[ 6] 1 有关弹性半空间地基上矩形板的静、动力相互作用的解

析解国内外研究甚少,主要是哥尔布诺夫_波沙道夫给出的双重幂级数解法[ 2]以及文献[ 8]的

弯曲解析解1 但都是对静力问题而言, 而其动力问题的解析解未曾见过1 动力问题要比文献
[ 8]中的静力问题难度大得多,其原因在于很难寻找一个既满足板稳态振动控制方程及四边自

由边界条件的挠度函数表达式,又要正确反映土与基础之间的相互作用规律1 虽然现在有许

多大型商用软件可以求取弹性地基上四边自由矩形板问题的数值解[ 7] ,但是在许多情况下这

个问题的解析解还是很有必要研究的[ 9] 1 

本文将弹性半空间地基受任意竖向简谐载荷作用下的积分变换解
[ 5]
, 与四边自由矩形板

的振动解析解相结合,得出弹性半空间地基上四边自由矩形板稳态振动的解析解1 

1  直角坐标系下弹性半空间地基稳态动力响应通解

受任意简谐载荷作用,地基的稳态位移分别为 ueiXt , veiXt 和w eiXt , 由文献[ 5]知地基位移
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积分变换解为
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式中, q 21 = N2+ G2- k
2
, q
2
2 = N2+ G2- l

2
, l
2
= QX2/ L, k 2 = X2Q/ ( K+ 2L) , Q是地基密度,

待定函数 A ( N, G)、B( N, G) 和 C ( N, G) 宜结合地基边界条件确定1 

假设地基与基础之间无摩擦, 那么地基表面的边界条件可写成
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这里, Fz ( x , y ) 是地基反力幅值1 由弹性力学位移与应力的关系[ 5]可得
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因为
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给( 3)式两边做双重Fourier 变换,并给合( 4)式可以解出待定系数 A、B、C, 并将其代入竖向位

移 w 的积分变换解,可得地基表面竖向位移
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) 是 Rayligh函数1 

2  弹性半空间地基上四边自由矩形板的稳态振动

2. 1  动力方程与边界条件

边长分别为 a 和 b的矩形弹性薄板支承在弹性半空间地基的表面上1 假设矩形薄板与地

基之间为光滑接触1 板的 Poisson比为 M,面密度为 �m, 弯曲刚度为 D 1 设板受到任意简谐激

励 q ( x , y ) eiXt 作用, 地基作用于板的竖向反力为 Fz ( x , y ) e
iXt
, X为激励的圆频率1 矩形薄板

的动力方程可表示为

  D ¨2¨2W( x , y ) - �mX
2
W( x , y ) = q ( x , y ) - Fz ( x , y ) , ( 6)

式中, ¨2 = 52/5 x2 + 52/ 5y 2和 D = Eh
3
/ (12(1- M2) ) 1 板的内力幅值可以用挠度函数幅值

表示为
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边界条件可表示为

x = 0, a时:
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y = 0, b 时:
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角点处:

  52W
5x5y = 01 ( 8e)

2. 2  方程求解
为了在边界条件( 8a) ~ ( 8e)下求解( 6)式, 将挠度幅值设为带有补充项的双重余弦级数[ 8]
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式中, wmn、Cm、Dm、Gn、H n 均为待定系数1 不难验证, ( 9)式对四边自由矩形板具有 4阶连续
可导性,且自动满足边界条件( 8b)、( 8d)、( 8e)式1 将荷载以及 Fz ( x , y ) 也展为双重余弦级数
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式中,

  Kmn =

1/ 4,   当 m = n = 0,

1/ 2,   当 m = 0, n > 0或 m > 0, n = 0,

1,    当 m > 0, n > 0;

( 11)
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将( 9)式、( 10)式代入基本微分方程( 6)式,采用文献[ 10]中的方法,将补充项中含有的多

项式,展为余弦级数,然后对比( 6)式两边展式相应项的系数得
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式中, Am = mP/ a, Bn = nP/ b,当 i = 0时, h i取值为 0,�h i取值为 1;当 i X 0时, h i取值为1,

�h i 取值为 01 

在 x = 0边上, Mx = 0, 其余弦级数的每一项系数必须均为 0,得
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由 x = a边上, Mx = 0, 得
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用相同的方法, 由 y = 0和 y = b 边上, My = 0, 得
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若地基反力 Fz( x , y ) 已知,由(13) 式至(17) 式这5组方程可以联立求解各待定系数 wmn、Cm、

Dm、Gn、Hn1 各系数求得之后代回( 9)式中得挠度, 进一步可求得弯矩等内力1 由( 10b)式可

以求得

  �Fz ( N, G) = -
1
2P6

]

m= 0
6
]

n= 0
KmnQmn

[ eiNa(- 1) m
- 1] [ (- 1) neiGb - 1]

NG[ 1 - ( mP/ ( aN) ) 2] [ 1- ( nP/ ( bG) ) 2]
1 ( 18)

将 w | z = 0看成是区域 0 [ x [ a, 0 [ y [ b 上的函数,当然能在区域 0 [ x [ a, 0 [

y [ b 上, 将其展成双重余弦级数
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利用( 5b)式及( 18)式, wzmn 可表示成
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采用文献[ 11]中的方法,将板的挠度幅值( 9)式也展成同样形式的双重余弦级数1 由于矩
形薄板的竖向挠度幅值与地基表面的竖向位移幅值相等, 因此其对应项的系数也相等1 于是
得以下变形协调方程
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( 13)式至( 17)式以及( 22)式这 6组方程,即为弹性半空间地基上矩形薄板振动的控制方

程,联立可求解各待定系数 wmn、Qmn、Cm、Dm、Gn、H n1 设 m和n分别取到最大值M和N ,则共

有2( M + 1) (N + 1) + 2( M + 1) + 2(N + 1) 个方程,用以解相同数目的未知数 1 各系数求得
之后代回(9) 式, 得板的挠度幅值,进一步可求得弯矩内力幅值 1 当然也能计算出地基反力幅
值 1 注意这里的动力问题计算要比文献[ 8] 中的静力问题计算难度大得多,因为此时 Gpqmn的

无穷积分表达式既具有振荡性又具有奇异性,其计算参阅文献[ 11] 1 

3  数值算例及参数影响分析

3. 1  数值算例
考虑一支承在弹性半空间地基表面,边长为 a = 4 m、厚度为 h = 0. 2 m 的弹性方薄板的

振动 1 假设板与地基之间为光滑接触1 地基Poisson比为0. 25,密度 Q= 2 000 kg/ m
3
,弹性模

量 Es = 50 MPa; 板的Poisson比为M= 0. 167,板的密度为2 550 kg/ m
3
, 弹性模量 E = 30 GPa1 

在板上作用均布简谐激励荷载,其幅值为100 kPa,频率为 f = 10Hz1 用本文方法求得板的挠
度幅值、内力幅值及板与地基之间的接触反力幅值的分布规律分别如图 1~ 图 6所示1 
3. 2  参数影响分析

3. 2. 1  板的挠度幅值、地基反力幅值与 h/ a 的关系

图7、图 8分别给出不同 h/ a 时,板的挠度幅值及地基压力幅值沿板中心线的变化曲线1 
由图 7可见,随着板厚 h 与板长a的比值h/ a 的增大,板的中心沉陷减小 1 由图8可见,随着

比值 h/ a 的增大, 板边应力集中程度也就越大, 而当 h/ a 较小时,地基压力近似均匀分布1 
3. 2. 2  板的挠度幅值、地基反力幅值与 Es/ E 的关系

图9、图 10分别给出了不同 Es/ E 时,板的挠度幅值及地基压力幅值沿板中心线的变化情

况 1 由图9可见,随着地基弹性模量 Es 与板弹性模量 E 的比值Es / E 的减小, 板的变形越大,

也就是说地基越松软,板的变形就越大;由图10可见,随着比值 Es/ E 的减小,板边应力集中程

度也就越大,也就是说板刚性较大时,板边应力集中程度就越大1 
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   图 1  弹性半空间地基板的挠度幅值      图 2  沿板中心线和边界线的挠度幅值

  图 3  弹性半空间地基板的弯矩 Mx 幅值     图 4 弹性半空间地基板的弯矩 My 幅值

      图 5  接触压力幅值       图 6  沿板中心线和边界线的接触压力幅值

3. 2. 3  结果分析与比较
3. 2. 1和 3. 2. 2节中给出的结论, 不仅与双参数地基模型的相应结论吻合,而且也与土动

力学的实测结果一致,但与Winkler 地基模型的相应结论有差异1 如果采用Winkler 地基模型,
板受均布简谐荷载时,不论板的刚度如何,板均匀沉陷, 地基反力也是均匀分布的1 因此可见
弹性半空间地基模型比Winkler地基模型要优越1 
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    图 7 沿板中心线的挠度幅值         图 8 沿板中心线的基底压力幅值

    图 9 沿板中心线的挠度幅值         图 10  沿板中心线的基底压力幅值

4  结   论

本文将弹性半空间地基受任意竖向稳态荷载作用下的积分变换解与四边自由矩形板的振

动解析解相结合,得出弹性半空间地基上四边自由矩形板稳态振动的解析解,包括板的挠度幅

值、内力幅值及板与地基之间的接触反力幅值;全面分析了板的挠度幅值、板与地基之间的接

触反力幅值的分布规律与板、地基的一些物理参数、几何尺寸的关系1 这不仅克服了数值法的

一些弊端,同时取消了Winkler地基模型或双参数地基模型的假设, 从而得到板的内力幅值及

板与地基之间接触反力幅值更合理、更精确的分布规律1 
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Analytical Solutions of Steady Vibration of a

Free Rectangular Plate on the Semi_Infinite

Elastic Foundation
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Abstract: The method of double Fourier transform was employed in the analysis of the semi_infinite

elastic foundation with vertical load. And an integral representations for the displacements of the se-

mi_infinite elastic foundation was presented. The analytical solution of steady vibration of an elastic

rectangle plate with four free edges on the semi_infinite elastic foundation was alsogiven by combining

the analytical solution of the elastic rectangle plate with the integral representation for displacements

of the semi_infinite elastic foundation. Some computational results and the analysis of the parameters

influence were presented.

Key words: semi_infinite elastic foundation; rectangular plate with four free edges; steady vibration;

interaction; analytical solution
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