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基于不变流形的登月轨道设计
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摘要 :  研究了基于三体问题的不变流形设计低成本登月轨道的问题1 考虑了黄道面和白道面之

间夹角不为零的三维情况,将太阳_地球_月亮_卫星组成的四体问题分解成由太阳_地球_卫星和地

球_月亮_卫星组成的非共面的两个限制三体问题1 给出了这两个三体系统 Halo轨道不变流形与

两轨道面相交处进行小的变轨来设计低成本探月轨道的一般方法1 比较结果表明用该方法设计

的轨道比传统的Hohmann 变轨节省约 20%的燃料1 从轨道能量的角度分析了用流形设计轨道比

Hohmann变轨节省燃料的原因,并给出了理论表达式1 该方法对于深空探测轨道设计的能量分析

具有普遍的适用性,可为设计提供一个选择参数的标准1 
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引   言

三体问题研究已经有几百年的历史,可追溯到 Euler、Lagrange时代, Poincar�引入了定性分

析的方法1 1955年 Roy 和 Ovenden发表了寻找一般 n 体问题周期解的一种理论1 基于该理
论,在 60年代和70年代掀起了一场计算三体问题 Halo 轨道的热潮1 其中 Farquhar 和 Break

well是研究Halo轨道的先驱,他们的工作涉及到 Halo 轨道的计算、航天器轨道保持以及Halo

轨道的航天应用等多方面的内容[ 1] 1 近期, Gomez、Main、Barden、Howell等人研究了利用Halo

轨道的不变流形设计,从地球驻留轨道( parking orbit)到地日系统 L1、L 2 点Halo轨道的转移轨

道[ 2_4] 1 Lo、Ross 等人研究发现, 在多天体空间存在着类似管道的不变流形 (所谓的 transit

tube) ,这些流形有通向Halo 轨道的稳定流形, 也有离开 Halo 轨道的不稳定流形, 利用这些不

变流形来设计发射、返回、转移轨道可以节省燃料
[ 5_6] 1 国内对三体问题不变流形的研究相对

较少, 周天帅等人介绍了利用三体问题进行轨道转移的问题[ 7] 1 郑学塘等人研究了太阳光压

对限制性三体问题中 Lagrange点数目的影响[ 8] 1 高云峰等人研究了 Lagrange点Halo轨道及编

队飞行在深空探测中的应用[ 9] 1 刘林等人曾开展 Lagrange点临近动力学多方面的研究[ 10_11] 1 

本文考虑圆型限制性三体问题, 利用Gomez等人给出的数值方法
[ 12]

, 计算了Halo轨道的

不变流形, 讨论了如何利用不变流形来设计各种节省燃料的轨道, 并将太阳_地球_月亮_卫星
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组成的四体问题分解成由太阳_地球_卫星和地球_月亮_卫星组成的非共面的两个限制性三体

问题1 给出了在这两个系统Lagrange 点Halo 轨道不变流形的重合处,进行小的变轨来设计低

成本探月轨道的一般方法1 Koon等人也讨论过如何利用不变流形来设计登月轨道
[ 13_15]

, 并用

符号动力学理论说明设计过程1 本文在该思想的基础上考虑了黄道与白道面的夹角不为零的
情况,给出了更接近实际的三维低成本登月轨道设计方法1 从理论上分析了影响发射能量的

参数,给出了参数选择的标准,对轨道设计具有普遍适用性, 最后将该方法与 Hohmann变轨进

行了比较1 

1  基 本方 程

假设 m1和 m2 绕它们的公共质心作角速度为 X的圆周运动 1 质量为 m 的物体在m1和

m2 的引力下在 m1和 m2的轨道平面内运动, m n m2 < m1且 m不影响m 1和 m2的运动,满足

上面条件称为圆形限制性三体问题1 以 m1和 m2的共同的质心为原点,从 m1指向 m2的方向

为 x 轴, X的方向为z 轴, y 轴与x 轴和z 轴组成右手坐标系 1 假设 m 在oxy 平面内运动,下面

给出航天器在动坐标系 oxy 内的运动方程1 
令 m1 和 m 2的距离 L = 1, 角速度 Xr = 1, m1 + m2 = 1,单位无量纲化后,万有引力常数

取 G = 11 令: m2 = L, 在旋转坐标系中得到航天器的运动方程为

  &x - 2Ûy = Ux , &y + 2Ûx = Uy , ( 1)

其中

  U =
1
2

( x
2
+ y

2
) +

1- L
r1

+
L

r2
+ L(1- L) , r1 = [ ( x + L) 2+ y

2
]
1/ 2

,

  r2 = [ ( x - 1 + L)
2
+ y

2
]
1/ 21 

此系统存在 5个平衡点,称为 Lagrange点或天秤动点1 其中3个共线Lagrange点不稳定而

2个三角 Lagrange点为Liapunov稳定1 通常,处于 m1和 m2中间的Lagrange点记为L 1,在 m1和

m2 的延长线上靠近 m2 的为 L2, 由于它们潜在的空间应用价值, 该两个点近几年得到航天界

广泛的重视1 
本文基于Koon等人的思路,也将太阳、地球、月亮和航天器组成的四体问题分阶段看成是

由太阳_地球_航天器和地球_月亮_航天器两个三体问题组成1 并考虑黄道面与白道面的平均

夹角 H= 5b09c1 按照上面建立方程方法,在黄道面内以太阳为 m1、地球为 m2、航天器为 m建

立坐标系 Ox sey sez se , 在白道面内以地球为 m1、月亮为 m2、航天器为 m 建立坐标系

Ocx emy emz em1 

2  Halo轨道的不变流形计算

在方程( 1)的平衡点附近存在绕平衡点的周期轨道, 称为 Halo 轨道, 文献[ 16]给出了其计

算过程1 对于线性微分方程 Ûx = Ax , A 存在特征对( Ki , Mi ) ( i = 1, 2, 3, ,, n) , Re( Ki ) > 0所对

应的特征向量 Mi 所张成的空间称为该系统的不稳定流形, Re( Ki ) < 0所对应的 Mi 所张成的空

间称为该系统的稳定流形1 方程( 1)沿Halo 轨道
[ 16]
线性化的方程为

  DÛX ( t) =
5f
5X X= <( t )

DX ( t) = A( t )DX ( t) , ( 2)

其中   f = [ Ûx , Ux + 2Ûx , Ûy , Uy - 2Ûy ]
T1 
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上述方程对于周期轨道上的每一点, A( t ) 的 4个特征值分别为: ? K( t ) , ? X( t ) i, 一对

互为相反数,一对共轭纯虚数1 由此可以判定在周期轨道上每点的邻域内存在一维的稳定流

形和一维的不稳定流形1 在周期轨道很小的邻域内稳定和不稳定流形都为与周期轨道相切的
一维线性空间; 在远离周期轨道处, 线性化方程已经不适用,所以流形也不再为特征向量对应

的线性不变空间了1 

以不稳定流形为例, 下面给出计算流形的数值方法1 取周期轨道上的一点 X 0,在 X 0 邻域

内计算A ( X 0) 的不稳定流形 Mu,在不稳定流形上取一点X ,使 X = dMu+ X 0,其中 d 的选取使

X 在X 0的邻域,然后将X 作为初值对原方程进行数值积分即可得到整个空间的不稳定流形1 

Halo 轨道之间存在着同宿轨道和异宿轨道
[ 17] 1 例如: 从 L2的Halo轨道出发的航天器,沿

着不稳定流形离开Halo轨道,它绕太阳飞行一圈或几圈后又沿着原Halo 轨道的稳定流形回到

Halo轨道上,这样的轨道称为此 Halo 轨道的同宿轨道1 利用这样的轨道可以收集空间粒子,

然后回到Halo轨道,再将收集到的资料返回地球1 

3  登月轨道的设计

利用三体问题的不变流形分别在黄道和白道平面内设计轨道, 通过设计使这两条轨道将

在黄道面和白道面的交线上的某处相交形成一条完整的登月轨道1 

在黄道面内,考虑太阳_地球_卫星系统组成的三体问题1 计算 L 2的 Halo 轨道的不稳定流

形,并取黄道面与白道面的交线为 Poincar�截面1 图 1为 L 2的 Halo 轨道的不稳定流形被截面

所截的图形1 由于平面圆型限制性三体问题存在 Jacobi积分[ 11]

  C =
1
2

( Ûx 2
+ Ûy 2

) -
1
2 ( x

2
+ y

2
) +

1 - L
r 1

+
L
r2

+ L(1 - L) ,

可以得出不稳定流形与截面交点的 y se _v
y
se曲线(图 2) 1 取图 2曲线上的点作为初值对原系统

沿时间逆向积分,轨线将会收敛到Halo 轨道,只对交点处的 v
y
se 作小的改变使初值在曲线内;

对原系统沿时间逆向积分, 轨线将通过不稳定流形管道远离截面,对 v
y
se作小的改变使初值在

曲线外,积分轨线将穿过Halo轨道然后沿稳定流形到达地球附近1 于是, 可以选择图 2曲线

外一点,通过逆向积分使其到达地球的驻留圆轨道1 这样可以得到登月轨道的初始机动点,由

积分到地球低轨时的速度和驻留轨道上航天器的速度可以计算出在机动点所需要的速度增量

$V1 

在白道面内考虑地球_月亮_卫星组成的三体问题1 计算 L2 的 Halo 轨道的稳定流形1 取
黄道面与白道面的交线为 Poincar�截面,根据地日连线在白道面内投影与地月连线夹角 B不

同(不同的时间) ,可以截得不同 B时,在白道面内 L 2的 Halo轨道的稳定流形与截面的相对位

置,同样可以得出地月系统稳定流形与截面交点的位置和速度 1 式(4) 将截得流形转换到地

日坐标系, 先将地月坐标系和地日坐标系的原点都平移到地球, 然后绕 z em 逆时针旋转 B,再

绕 y em逆时针旋转 H, 最后将地月系统的无量纲的单位转化到地日系统无量纲单位1 

  

x se

y se

z se

= KL A2A1

x se + Lm

y em

0

+

1 - Le

0

0

, ( 3)

其中
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     图 1  不稳定流形与截面相交      图 2  不稳定流形与截面交点的 y se _vy
se曲线

 图 3  B = 120b截面所截得的流形        图 4 地日系统的不稳定流形与地月

系统的稳定流形与截面交点

  A1 =

cosB sinB 0

- sinB cosB 0

0 0 1

, A2 =

cosH 0 - sinH

0 1 0

sinH 0 cosH

, KL =
�L em

�L se
1 

图3为 B= 120b时截得的地月和地日系统L 2的Halo轨道的流形1 下面将截面处速度投
影到地日坐标系1 转换瞬时将惯性坐标系取为与地日坐标系重合,由复合运动有

  v = v e+ vr1 ( 4)

将( 5)式在地日坐标系下投影得

  vse = Kv A 2A 1

0

0

1

@

x em

y em

0

+ KvA 2A 1

v
x
em

v
y
em

0

1 ( 5)

将截面处的位置和速度转换到地日坐标系可以得到 y se_v
y
se的曲线 1 用曲线上的点所对

应的位置和速度转换到地月系统, 然后将其作为初值沿时间正向积分,航天器会到达地月系统

的L 2的Halo轨道 1 同样,通过改变交点处的 v
y
em ,可以使得飞行器到达月球或远离月球 1 将

不同 B时与截面交点的位置和速度转换到地日坐标系后与图 2综合得到图 41 
综合上面两个三体问题, 绕地球驻留轨道上出发的航天器, 沿地日系统流形到达截面处时

速度将会在图 4的封闭曲线内, 从截面出发的航天器要沿地月系统流形到被月球捕捉,截面处

的初速度必须在图 4的小的封闭曲线内1 选择 v
y
se使得作为初值沿时间逆向积分能回到地球

驻留轨道,将其转换到地月坐标系沿时间正向积分能被月球捕捉 1 但是在截面交点处 x se和
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zse方向的速度并不连续,所以需要在交点处施加一个大小为 $v1 = ( $v
x
se)

2
+ ( $v

z
se)

2 的速

度增量使速度连续, 只要在地日系统中的能量与地月系统中的能量非常接近,可以使得速度增

量充分的小1 
算例  在200 km 的圆驻留轨道适当位置给航天器一个速度增量 $V = 3.188 14 km/ s, 飞行

260. 1 d到达黄道与白道交线处,此时 B= 210b,在截面处给它一个速度增量$v1= 97.673 43m/ s,它

会沿地月系统 L2的稳定流形 41. 1 d后被月球捕捉,此时 B= 92. 8b1 利用Hohmann变轨登月

所需要的速度增量为 $v = 3. 960 75 km/ s , 可见利用三体问题中的不变流形可以节省约 20%

能量1 

4  能 量分 析

由上面的分析可知在截面处的速度增量 $v1 与在驻留轨道上给航天器的速度增量 $V 相

比很小,进行能量分析时只考虑地日系统 1 三体问题的积分常数 C 代表系统能量1 

  C =
1
2

( Ûx 2
+ Ûy 2

) -
1
2

( x
2
+ y

2
) +

1 - L
r 1

+
L
r2

+ L(1 - L) 1 ( 6)

在地球驻留轨道上的航天器在轨运行时,只有 r1 变化,当驻留轨道不高时, r 1 U 1- L,设

驻留轨道的高度为 h, 地球的半径为 R, 在轨航天器的速度为 V = GM / ( R + h) =

L/ ( R + h) , 航天器的能量常数为

  C1 =
L

2( R + h)
-

1
2 (1 - L)

2
+ 1+

L
R + h

+ L(1- L) =

    -
1
2 (1 - L)

2
+ 1+

L
2( R + h)

+ L(1- L) 1 ( 7)

设Halo 轨道与 x 轴交点到L2 的距离为振幅 Ax , L 2的坐标为( x e, 0) ,由方程(1) 的对称性

知振幅为 Ax的Halo轨道与 x 的交点为( x e- Ax , 0, 0, Ûy 0) ,将方程(1) 在L 2点附近线性化,再考

虑周期轨道是取其稳定模态的关系可知

  Ûy 0 = - AxNS, ( 8)

其中

  S =
- ( N2+ 2c + 1)

2N
, N=

1
2

( c - 2- 9c
2
- 8c) ,

  c = L | x e - 1 + L |
- 3

+ (1- L) | x e + L |
- 31 

在振幅为 Ax 的Halo 轨道的航天器的能量常数为

  C2 =
1
2

A
2
xN

2S2-

    
1
2

( x e - A x)
2
+

1- L
x e - A x + L

+
L

x e - Ax - 1+ L
+ L(1 - L) 1 ( 9)

因为 C1 < C2, 所以必须给驻留轨道上的航天器一个速度增量, 使航天器的能量常数 �C1

= C2, 航天器才可能到达 Halo 轨道1 假定施加速度增量的方向与航天器在轨速度方向一致
(需要的速度增量最小) , 速度增量大小为

  $V = 2( C 2- C1) +
L

R + h
-

L
R + h

= $V( Ax , h) 1 ( 10)

( 10)式给出了速度增量 $V 与驻留轨道的高度h 和Halo轨道的振幅 A x 的近似解析表达

式,给定Halo轨道的振幅A x和驻留轨道的高度h就可以估算出所需要的速度增量1 图5给出
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了$V随h和Ax变化的关系, 由图 5知随驻留轨道的高度的增加所需速度增量减小1 随着Halo

轨道振幅的增加所需速度增量增加1 由于从地球表面将航天器发射到高的驻留轨道需要更多

的能量,为了节省燃料尽量将航天器发射到幅值较小的 Halo 轨道上,而仿真发现, 幅值过小的

Halo 轨道流形无法到达地球附近, 所以存在一个最小的幅值的Halo 轨道其流形能达到驻留轨

道的问题1 表 1给出了 Halo 轨道的振幅 A x 与其流形能到达离地面最小高度关系1 当 A x =

01001 346时,Halo轨道的流形能到达地球的 200 km高空,所以选择 Ax = 0. 001 346的流形来

设计登月轨道1 h < 0表明能达到地面,只要Halo 轨道的振幅足够大,其流形能到达地面附近

的任何位置1 
表 1 Halo轨道振幅与能达到离地球的最小高度的关系

Halo轨道振幅 A x 流形能到达离地球的最小高度 hmin/ km

0. 000 700 90 367. 947 649 032 5

0. 000 800 70 928. 967 755 344 9

0. 000 900 54 535. 667 158 940 9

0. 001 000 38 822. 129 801 908 4

0. 001 100 24 871. 662 703 673 6

0. 001 200 13 011. 580 291 660 0

0. 001 300 3 591. 904 014 854 2

0. 001 310 2 793. 723 500 689 4

0. 001 320 2 038. 143 995 902 8

0. 001 330 1 215. 397 752 317 1

0. 001 340 601. 440 060 667 8

0. 001 346 192. 772 111 874 6

0. 001 350 - 73. 117 848 532 3

   图 5  速度增量与驻留轨道高度和         图 6 利用不变流行与 Hohmann变轨

Halo轨道振幅的关系 实现登月需要能量的比较

  通过上面的分析,可以将利用不变流形实现登月与 Hohmann变轨实现登月的能量进行比

较1 Hohmann变轨的速度增量只跟驻留轨道的高度 h 有关,给定 h, 由表 1得出流形能到达 h

的最小振幅,于是可以计算出利用不变流形登月的 $Vmin1 图 6给出了在不同高度利用不变

流形和Hohmann变轨实现登月所需速度增量的比较1 从图 6可以看出, 与Hohmann变轨比较

节省能量在20%左右1 
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5  结论和讨论

基于三体系统的不变流形设计登月轨道的结果表明, 该方法比传统的Hohmann变轨节省

约20%的燃料1 在设计过程中,考虑黄道面和白道面之间夹角的非共面情况比理想的共面情

况在界面处需要稍多的速度增量, 但在界面处的速度增量仍不超过驻留轨道的速度增量 3% ,

所以整个登月轨道所需要的能量与理想情况几乎相同1 利用不变流形进行轨道转移时, 利用

Halo 轨道振幅越小的流形进行变轨需要的速度增量越小,但是振幅过小的 Halo 轨道无法到达

地面附近,所以存在最优的Halo 轨道振幅,本文给出了计算的方法1 
本文从能量的角度分析了利用三体问题不变流形设计登月轨道的优越性, 但是节省能量是

以牺牲时间为代价的1 从地球到 Lagrange 点所需时间为 160 d 左右, 到截面处的时间为 260 d

左右1 此时间随着Halo轨道的幅值大小而变化,但变化幅值非常的小1 从轨道面的交点到月
球时间由发射时地球与月亮的相位而定,飞行时间相对较短,一般不会超过 60 d1 总的飞行时

间会比较长,因此此方法不适合载人和紧急任务, 只适合各种对时间要求不高的探测任务1 
由于三体问题的非线性, 导致问题对初值和中途的各种扰动非常的敏感1 如果中途不施

加任何控制,航天器直接进入了Halo 轨道而不会沿着参考轨道飞行1 因此实际任务中必须通
过中途修正来进行轨道控制1 美国 NASA的 Gensis是一个Halo 轨道任务, 它的发射轨道采用

如下修正策略: 为不让发射误差扩大,在发射后 24 h内进行第一次修正1 7 d后进行第二次修

正,到达Halo 轨道附近后进行第三次修正1 登月轨道也可以采取类似的修正方法来进行轨道
保持1 
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Lunar Landing Trajectory Design Based

on Invariant Manifold

GONG Sheng_ping,  LI Jun_feng,  BAOYIN He_xi,  GAO Yun_feng
( School of Aerospace , Tsinghua Univer sity , Beijing 100084, P . R . Chin a )

Abstract: The low_energy lunar landing trajectory design using the invariant manifolds of restricted

three body problem is studied. Considering angle between the ecliptic plane and lunar orbit plane, the

four body problem of Sun_Earth_Moon_spacecraft was divided into two three body problems, the Sun_

Earth_spacecraft in the ecliptic plane and the Earth_Moon_spacecraft in the lunar orbit plane. Using

the orbit maneuver at the place where the two planes and the invariant manifolds intersect, a general

method to design low energy lunar landing trajectory was given. It is found that this method can save

the energy by 20% compared with the traditional Hohmann transfer trajectory. The mechanism of the

method that can save energy was investigated in the point of view of energy and the expression of the

amount of energy saved is given. In addition, some rules of selecting parameters with respect to orbit

design were provided. The method of energy analysis can be extended to energy analysis in deep

space orbit design.

Key words: three_body problem; Lagrange point; Halo orbit: invariant manifold; lunar landing trajec-

tory
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