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用 Adomian分解法求解分数阻尼梁的解析解
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摘要:  利用 Adomian 分解法, 得到了由任意阶分数微分描述的具有阻尼特性的黏弹性连续梁的

解析解1 解中包含了任意的初始条件和零输入1 为了更明确的分析, 假定初始条件是奇次的, 输

入受力是针对某种特定梁的特殊过程1 分别考虑了两种简单情况下梁的响应:阶跃激励和脉冲激

励1 然后在系统的不同组参数条件下绘制了梁的位移图, 并且讨论了梁在不同微分阶数下响应情

况1 
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引   言

近年来,分数微分方程( FDE)已被广泛研究并应用到了众多学科中, 如物理、化学、数学、

工程等(见文献[ 1_3]及其中引文) ,因为,像阻尼规律、扩散过程以及分形用分数微分或者分数

积分能更好地公式化1 但是, 这一领域的许多进展是当分数导数在数学方面有了相对充分的

发展后才取得的1 

现在,分数微积分的数学定义有一些不同的方法[ 4_5] , 其中最常见的有以下两种形式:

Riemann_Liouville分数导数

  dA

dtA
f =

1
#( k - A)

5k

5t kQ
t

0

f ( x , u )

( t - u)
A+ 1- kdu, ( 1)

Caputo分数导数

  dA

dtA
f =

1
#( k - A)Q

t

0

1

( t - u)
A+ 1- k

5kf ( x , u)
5uk

du , ( 2)

其中 A是导数阶数, k 是在k - 1 < A [ k 之间的正整数, # 是 Gamma函数1 

迄今为止,已经提出并建立了一些求解 FDE 的方法,如流行的 Laplace 变换法[ 5_6]、迭代

法[ 7]、Fourier 变换法[ 8_9]和运算方法[ 10] 1 但是, Laplace 变换法要求广义积分的数值估计, 而

Fourier变换法也要求通过快速Fourier 变换或者数值积分来进行数值运算1 这些方法也已得

到了一些改进, 如基于Laplace 变换技术的简正模方法1 而且, 大多数方法只适用于一些特定
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类型的FDE1 
显然,这些用于求解 FDE的方法都来自于相应的用于求解整数阶线性微分方程的方法1 

近来,Adomian[ 11_12]提出的一种迭代方法已被证明能非常成功地处理线性和非线性问题, 并可

以得到解析解[ 13] 1 此外, 这种方法比标准的数值方法具有一些优势, 因为不需要进行离散化

从而不用修正误差,并且不需要大量的计算机内存和运算能力1 因此对于许多非线性模型,

Adomian方法能够提供非常高精度的解析近似且收敛非常快[ 14_15] 1 作为一种迭代法, 其算法

非常规则,因此可以采用符号运算来实现[ 16] 1 
最初提出用来解决物理的前沿问题的Adomian分解方法,现在已经被应用于物理、生物和

化学反应等中的诸多类的确定性的和随机性的、线性的和非线性的问题
[ 17] 1 该方法也被建立

应用于 FDE
[ 18_20] 1 最近, 用分解法解决了基于 Reimann_Liouvile 的具有一般变系数的线性

FDE
[ 21]

,与已有结果的比较显示出了很好的一致性1 基于这样一个事实: Adomian分解方法可

以用来求解 FDE, 所得结果既可写成封闭形式又可是求和形式且求和的前几项是非常好的近

似,我们将此方法应用于一个描述有阻尼的黏弹性梁的具有任意阶数的分数微分方程1 
本文安排如下: 下一节简要介绍Adomian分解法1 用此方法,在第 2节中导出了含有任意

初始条件和任意激励函数的分数微分方程的解1 第 3节进行特定初始条件和激励函数下梁的

响应分析1 第 4节绘制了一系列参数情况下的一些相应的数值结果1 最后一节进行简短的总
结1 

1  Adomian分解法

本节简要介绍Adomian分解法1 对于任意 n维方程,可以写成如下形式:

  Lu + Ru + Nu = g, ( 3)

这里 L 是简单或平凡的可逆线性算子, R 是余下的线性项, N 是非线性算子, u 是关于

x 1, x 2, ,, x n 的函数1 采用Adomian分解法获得方程(3)的解的整个程序可按如下框架执行1 
改写方程( 3)为

  Lu = g - Ru - Nu1 ( 4)

由于 L 可逆,方程( 4)等价于

  L
- 1
Lu = L

- 1
g - L

- 1
Ru - L

- 1
Nu1 ( 5)

对于初值问题,对 L S 5n /5x in是从0到 xi 的n次定积分算子,按照惯例定义L
- 11 例如,

如果 L S 52
/5x 2

1,则 L
- 1
Lu = u - u(0, x 2, x 3, ,, x n) - x 1ux

1
(0, x 2, x 3, ,, x n) , 所以

  u = u(0, x 2, x 3, ,, x n) + x 1ux
1
( 0, x 2, x 3, ,, x n) + L

- 1
g -

    L
- 1
Ru - L

- 1
Nu1 ( 6)

方程( 3)的通解可以分解成和的形式

  u = 6
]

i = 0
u i , ( 7)

其中 u0是 Lu = g 的解 1 对于上述情形, L S 52
/ 5x 2

1, u0 是

  u0 = u(0, x 2, x 3, ,, xn ) + x 1ux
1
(0, x2, x 3, ,, x n) + L

- 1
g 1 ( 8)

将式( 7)代入式( 5) ,可得

  u = u0- L
- 1
R 6

]

i= 0

ui - L
- 1 6

]

i= 0

Ai , ( 9)
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所以

  ui+ 1 = - L
- 1
Ru i - L

- 1
A i ,   i X 0, ( 10)

这里 A i 是由特定的非线性Nu = f ( u ) 给定的一组特殊的多项式,具体如下:

  A 0 = f ( u0) , ( 11)

  A 1 = u1
d

du0
f ( u0) , ( 12)

  A 2 = u2
d

du0
f ( u0) +

u
2
1

2!
d2

du2
0
f ( u0) , ( 13)

  A 3 = u3
d

du0
f ( u0) + u1u2

d2

du2
0
f ( u0) +

u
3
1

3!
d3

du3
0
f ( u0) , ( 14)

    s

  A n = 6
n

m= 1
c(m , n) f

( m)
( u0) , ( 15)

其中 c( m, n ) 是下标求和到 n 的u 的m 分量的乘积(或乘积之和) 除以重复下标个数的阶

乘[ 12] 1 利用已知解 u0(具有给定初值) , 所有分量 u1, u2, ,可以由式(10) 确定, 最终导出解

u 1 在某些情况下,无穷求和级数可以写成封闭形式1 

2  分数动力学模型及解析解

现在,用上节讨论的 Adomian分解法,我们研究具有任意分数阶 B的线性微分方程

  QA
52
v

5 t 2
+ c

5Bv
5 tB

+ EI
54
v

5x 4 = F( x , t ) , ( 16)

它可以描述黏弹性梁的动力学特性1 方程( 16)中, Q、A、c、E 和I 分别是质量密度、截面积、单

位长度阻尼系数、弹性模量和关于弯曲轴的惯性矩 1 v( x , t ) 是横向位移, F ( x , t ) 是外力函

数,它是空间坐标 x 和时间t 的函数1 5Bv/ 5 tB是阶数为B I (0, 1) 的位移函数 v( x , t ) 的分数

阶微分 1 F( x , t ) 是代表作用于梁上的外力的输入函数 1 这里,我们假设参数 Q、A、c、E 和 I

都是常量1 
首先把方程( 16)改写成

  52
v

5 t 2
+

c
QA

5Bv
5 tB

+
EI
QA

54
v

5x 4 =
F ( x , t )
QA

1 ( 17)

根据上节介绍的 Adomian分解法,可以将式( 17)简写成

  Lv = g - Rv, ( 18)

其中

  Lv:=
52
v

5 t2
, ( 19)

  Rv:=
c
QA

5Bv
5 tB

+
EI
QA

54
v

5x 4, ( 20)

  g:=
F( x , t )
QA

1 ( 21)

方程( 17)的一般解可以分解成求和形式:

  v = 6
]

n= 0

vn, ( 22)

其中 v0是 Lv = g 的解 1 对于 L S d
2
/ dt

2
,有 L

- 1
Lv = v - v( x , 0) - tv t ( x , 0) , 从而
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  v0 = v( x , 0) + tv t ( x , 0) + L
- 1
g, ( 23)

因此,式( 18)变为

  v = v( x , 0) + tv t ( x , 0) +
1
QA

5- 2

5 t- 2F( x , t ) -
c
QA

5B- 2

5 tB- 2 6
]

n= 0
vn -

    EI
QA

5- 2

5t- 2 6
]

n= 0
vnxxxx 1 ( 24)

下述递归关系定义了 v i ,

  v0 = v( x , 0) + tv t ( x , 0) +
1
QA

5- 2

5 t- 2F ( x , t ) , ( 25)

  vi+ 1 = -
c
QA

5B- 2

5 tB- 2v i -
EI
QA

5- 2

5t- 2 v ixxxx , ( 26)

因此,方程( 16)的一般解是无穷级数

  v = v( x , 0) + tv t ( x , 0) +
1
QA

5- 2

5 t- 2F( x , t ) -
c
QA

5B- 2

5tB- 2 v0+
5 B- 2

5tB- 2 v1+ , -

    EI
QA

5- 2

5 t- 2 v0xxxx +
5- 2

5t- 2 v1xxxx + , 1 ( 27)

我们可以通过截断级数

  f k = 6
k- 1

j = 0
vj , lim

k y ]
f k = v ( 28)

来近似上述解1 

3  响 应分 析

显然,解( 27)含有任意的初始值 v ( x , 0)、v t ( x , 0)和任意的激励函数F ( x , t )1 因此,它可

以适用于许多不同的情况1 在本文的分析中,我们采用对应动态过程开始时刻平衡态的奇次

初始条件

  v( x , 0) = 0, vt ( x , 0) = 01 ( 29)

类似文献[ 3]的讨论, 取激励函数 F ( x , t ) 为

  F( x , t ) = f ( x ) g ( t ) S fg , ( 30)

其中 f ( x ) 是特定的空间变量函数, g ( t ) 是时间过程1 所选的初始条件( 29)和( 30)大大简化

了接下来的计算1 下面, 为简单起见, 我们将按两种不同负载条件来检验动力系统( 16)的响

应1 
3. 1  阶跃函数响应

这里,我们研究梁对具有以下形式的阶梯形负载的响应

  g( t ) = Bu( t ) , ( 31)

其中 u( t ) 是Heaviside函数, B 是常数1 将式( 29) ~ ( 31)代入式( 25)得

  v0 =
Bf t

2

2QA 1 ( 32)

为求解下面的分量, 我们要遇到一些分数积分1 因此我们需要说明分数微积分的定义1 
这里采用的分数阶导数是 Riemann_Liouville型(式( 1) ) ,其相应的 Riemann_Liouville 分数积分被

定义为

  d
- A
f ( t )

dt
- A =

1
#( A)Q

t

0

f (u)

( t - u)
1- Adu1 ( 33)

203梁   祖   峰    唐   晓   艳



由上述定义和 v 0的解( 32) ,我们可以求解出分量 vi ( i \ 1) 为

  v1 = -
cBf

Q2
A

2
t

4- B

#(5- B)
-
EIBf

(4)

Q2
A

2
t

4

#(5)
, ( 34)

  v2 =
c

2
Bf

Q3A 3
t
6- 2B

# (7- 2B)
+

2cEIBf
( 4)

Q3
A

3
t

6- B

# (7- B)
+

E
2
I

2
Bf

( 8)

Q3
A

3
t
6

# (7)
, ( 35)

  v3 = -
c

3
Bf

Q4
A

4
t

8- 3B

#( 9- 3B)
-

3c2EIBf (4)

Q4
A

4
t

8- 2B

#(9- 2B)
-

    3cE2
I

2
Bf

( 8)

Q4
A

4
t

8- B

#(9- B)
-

E
3
I

3
Bf

( 12)

Q4
A

4
t

8

#(9)
, ( 36)

  v4 =
c

4
Bf

Q
5
A

5
t

10- 4B

# (11- 4B) +
4c

3
EIBf

(4)

Q
5
A

5
t
10- 3B

#(11- 3B) +
6c

2
E

2
I

2
Bf

( 8)

Q
5
A

5
t
10- 2B

#(11- 2B) +

    4cE3
I

3
Bf

( 12)

Q5
A

5
t

10- B

#(11- B)
+

E
4
I

4
Bf

( 16)

Q5
A

5
t
10

#(11)
, ( 37)

等等,其中 f
( i) S d if / dx i1 因此解( 27)变为

  v =
B
QA 6

]

r= 0

(- 1) r

r !
EI
QA

r

f
( 4r)

t
2( r+ 1) 6

]

j= 0

- c
QA

j
( j + r ) ! t

(2- B) j

j !#( (2- B) j + 2r + 3)
=

    B
QA 6

]

r = 0

(- 1)
r

r !
EI
QA

r

f
(4r)

t
2(r+ 1)

E
(r )
2- B, Br+ 2

- c
QA t

2- B
, ( 38)

其中 EK, L( z ) 是两参数的 Mittag_Leffler(ML)函数

  E
( r)
K, L S dr

dy r EK, L( y ) = 6
]

j= 0

( j + r) !y
j

j !#( Kj + Kr + L)
,   r = 0, 1, 2, , ( 39)

3. 2  脉冲响应

在这种情况下, 我们研究如下单位脉冲下系统的响应1 
  g( t ) = D( t ) , ( 40)

其中 D( t ) 是单位脉冲响应函数1 将式( 29)、( 30)和( 40)代入式( 25)得

  v0 =
f t
QA

1 ( 41)

然后利用迭代关系式( 26) ,得到

  v1 = -
cf
Q2
A

2
t

3- B

#(4- B)
-
EIf

(4)

Q2
A

2
t

3

#(4)
, ( 42)

  v2 =
c

2
f

Q3
A

3
t

5- 2B

#(7 - 2B)
+

2cEIf (4)

Q3
A

3
t

5- B

#(6- B)
+

E
2
I

2
f
( 8)

Q3
A

3
t

5

#(6)
, ( 43)

  v3 = -
c

3
f

Q
4
A

4
t

7- 3B

#(8- 3B) -
3c2

EIf
(4)

Q
4
A

4
t

7- 2B

#(8 - 2B) -

    3cE2
I

2
f
(8)

Q4
A

4
t
7- B

#( 8- B)
-

E
3
I

3
f
(12)

Q4
A

4
t

7

#(8)
, ( 44)

  v4 =
c

4
f

Q5
A

5
t
9- 4B

#(10- 4B)
+

4c3
EIf

(4)

Q5
A

5
t
9- 3B

#(10- 3B)
+

6c2
E

2
I

2
f
(8)

Q5
A

5
t

9- 2B

#(10- 2B)
+

    4cE3
I

3
f
(12)

Q
5
A

5
t

9- B

# (10 - B)
+

E
4
I

4
f
(16)

Q
5
A

5
t

9

#(10)
, ( 45)

等等,其中 f
( i) S d

i
f / dx

i1 于是,该情况下解( 27)的形式为

  v =
1
QA 6

]

r = 0

(- 1) r

r!
EI
QA

r

f
(4r)

t
2r+ 1 6

]

j= 0

- c
QA

j
( j + r ) ! t

( 2- B) j

j ! #( (2- B) j + 2r + 2)
=
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    1
QA 6

]

r= 0

(- 1)
r

r !
EI
QA

r

f
(4r)

t
2r+ 1

E
( r)
2- B,B r+ 2

- c
QA

t
2- B

, ( 46)

其中 E 也是由( 39)定义的 ML函数1 

注  值得指出的是,文献[ 3]将简正模和 Laplace变换技术运用到方程( 16) ,当 B= 1/ 2 时得到了白噪声情

形下的封闭的随机响应表达式1 根据文献[ 3] ,我们可以写出方程( 16)在奇次初始条件下的解

  v ( x , t) = 6
]

j = 1

1
mj

<jQ
t

0
G j( t - N) f j ( N) dN, ( 47)

其中 G j 是对应算子Pj (d
B/ dtB) 的分数 Green 函数, f j S f j ( t) 定义为

  f j = Q
L

0
F (x , t) <j ( x ) dx , ( 48)

<j S <j( x ) 满足

  E I <jxxxx - QA X2
j <j = 0 ( 49)

和正交条件

  Q
L

0
QA <i<j dx =

m j ,   i = j ,

0,   i X j 1 
( 50)

这里 L 是梁的长度, mj 是第 j 模的广义质量, Xj 是第j 模的无阻尼固有频率 1 对于一些特殊情况, 即当 B和

F (x , t) 取下一节中给出的特定值时, 可以发现两种解是等价的1 

4  数值结果和讨论

式( 38)和式( 46)分别给出了所考虑的负载条件下方程的解的表达式1 为了更清楚地显示
分数阻尼梁的响应, 本节给出一些数值结果1 更为具体地, 我们考虑简支梁,这意味着 f ( x ) 可

以表示成

  f ( x ) = sin
Px
L

, ( 51)

这可以看成是单自由度理想梁的受力分布1 
数值计算是通过截断无穷级数( 38)和( 46)来进行的1 要进行数值仿真, 必须给定参数值1 

这里我们假定 c/ m = 2G X3/ 2
, X2

= EI / QA 和QA = 1, L = P, m = 1,其中 G是阻尼比而 X是

固有频率1 

      ( a) G = 0. 5, B= 1/ 2             ( b) G = 1, B= 1/ 2

图 1  单位阶跃响应(截断式( 38)到 r = 16,固有频率 X= 5 rad/ s )

图 1显示了受阶跃载荷的黏弹性梁的横向位移,把解( 38)截断到 r = 16并取阶梯负载振

幅 B = 1,固有频率 X= 5 rad/ s和阻尼比 G= 0. 5 (图 1( a) )、G= 1 (图1( b) )以及 B= 1/ 21 

可见,梁没有在静止平衡位置附近振荡而是趋于横向位移 B / X2
= 0. 041 
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但是,对于脉冲响应函数,梁经历了非常不同的过程, 它先在静止平衡位置附近振荡然后

慢慢趋于零位移1 此时, 式( 46)也截断到 r = 16得到图 2,并取固有频率 X= 5 rad/ s,阻尼比

G= 0. 5 (图2( a) )、G= 1(图 2( b) )以及 B= 1/ 21 可以看出,当阻尼比 G增加时,位移减小并最

终随着时间的增加而趋于零位移1 
事实上,虽然上述系统在某种程度上与文献[ 18]不同, 但数值结果却非常相似1 然而试

验
[ 1_2]
显示导数阶数 1/ 2通常不是一个正当的值1 现在,我们讨论系统在分数导数阶数 B取不

同值下的响应情况1 图 3描绘了由式( 38)和式( 46)给出的梁在 x = 1/ 2处的响应过程,同样截

断到 r = 16, 固定参数 X= 5、G= 0. 5,导数阶数 B分别取为0. 2、0. 5、0. 81 结果显示, B越小,

梁振动得越厉害1 

      ( a) G = 0. 5, B= 1/ 2             ( b) G = 1, B= 1/ 2

图 2  脉冲响应(截断式( 46)到 r = 16,固有频率 X= 5 rad/ s )

        ( a) 式( 38)描绘的梁            ( b) 式( 46)描绘的梁

图 3  梁的动态响应(沿着 x = 1/ 2, 截断到 r = 16,固有频率 X = 5 rad/ s、

阻尼比 G = 0. 5、导数阶数 B= 0. 2 (直线)、0. 5(虚线)和 0. 8(圆圈) )

5  结   论

Adomian分解法被用来求解了具有任意阶数的分数微分的线性微分方程, 它可以描述分

数阻尼梁结构1 得到了简支梁在受阶跃和脉冲两种负载情况下的无穷求和表达式的解, 也由

ML函数表示1 虽然已有文献[ 1]指出ML函数的演化推算剧烈且收敛慢, 但是由我们所给出解

定义的无穷求和级数的计算在某些参数范围内能快速收敛1 上一节给出的图 1共考虑了级数

的前 17项,讨论了固有频率、阻尼比和分数阶数的影响1 
虽然还有其他方法能够求解该系统或更复杂的系统,但是Adomian分解法显示了其优点:

1) 计算较容易也易于理解,而且可以用数学软件, 如Maple,来实现;
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2)虽然在许多情况下得到的解是无穷级数, 但在一些情况下可以写为封闭形式,另外,由

于具有相对快的收敛性从而可以被适当截断1 
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Analytical Solution of a Fractionally Damped Beam by

Using Adomian Decomposition Method

LIANG Zu_feng1,  TANG Xiao_yan2

( 1. P ow er Engineer in g College , Univ er sity of Shan gha i f or Science and Technology ,

Shan ghai 200093, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Physics , Shangha i J ia otong Univer sity ,

Shan ghai 200240, P . R . China )

Abstract: The analytical solution of a viscoelastic continuous beamwhose damping characteristics are

described in terms of a fractional derivative of arbitrary order was derived by means of the Adomian

decomposition method. The solution contains arbitrary initial conditions and zero input. For specific

analysis, the initial conditions were assumed homogeneous, and the input force was treated as a spe-

cial process with a particular beam. Two simple cases, step and impulse function responses, were

considered respectively. Subsequently, some figures were plotted to show the displacement of the

beam under different sets of parameters including different orders of the fractional derivatives.

Key words: viscoelastic beam; fractional derivative; Adomian decomposition method; vibration
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