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微极热弹性无限板的轴对称自由振动
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摘要:  研究了在应力自由和刚性固定边界条件下,无能量耗散的均匀、各向同性微极热弹性无限

板的轴对称自由振动波的传播,导出了相应的对称和斜对称模态波传播的闭合式特征方程和不同

区域的特征方程1 对短波的情况,应力自由热绝缘和等温板中对称和斜对称模态波传播的特征方

程退化为 Rayleigh 表面波频率方程1 根据导出的特征方程得到了热弹性、微极弹性和弹性板的结

果1 在对称和斜对称运动中计算了板的位移分量幅值、微转动幅值和温度分布, 给出了对称和斜

对称模式的频散曲线,并示出了位移分量和微转动幅值和温度分布的曲线1 能够发现理论分析和

数值结论是非常一致的1 
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引   言

在19世纪 60年代建立的广义热弹性理论消除了经典理论出现的热场中无限速度传播的

矛盾1 广义热弹性理论认为存在第二声效应,使得热场中仅出现有限速度传播1 现在有两种

不同的广义热弹性理论: 第一种理论由 Lord和 Shulman[ 1]提出,他们发现了傅立叶定律,这个

新定律包含热流矢量和热流矢量对时间的导数, 还包含一个作为弛豫时间的新常数1 第二种

理论由 Green和 Lindsay[ 2]提出, 这个理论包含两个弛豫时间常数,它不仅修正了热传导方程而

且对所有关联理论的方程进行了修正1 这两种理论都确保了热波以有限速度的传播1 

19世纪 90年代,Green和Naghdi[ 3O6]提出三种新的热弹性理论, 新理论基于熵等式而非通

常的熵不等式1 每种理论中对热流矢量的本构假设都不一样,从而这三种理论分别称为 Ñ型

热弹性理论、Ò型热弹性理论和Ó型热弹性理论1 对Ñ型理论线性化得到经典热弹性理论; Ò
型理论不允许能量耗散, 通常被称为无能量耗散的热弹性理论, 该理论提出了两个耦合双曲线

方程, 通过数学分析和物理分析可以阐明该理论的适用性; Ó型理论存在有限速度热传输,但

也存在能量耗散的情况1 

Chandrasekharaiah
[ 7O8]
建立了无能量耗散热弹性理论的唯一性1 Scott[ 9]讨论了热弹性理论
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中非均匀平面波的能量耗散1 Chandrasekharaiah[ 10]、Chandrasekharaiah 和 Srinath[ 11]分别研究了

具有圆柱形和球形孔穴无界体中的热弹性波1 Iesan [ 12]研究了无能量耗散的热弹性理论1 

Quintanilla[ 13]研究了无能量耗散热弹性中的特殊行为1 Wang 和 Slattery[ 14]研究了初始受力体

的无能量耗散的热弹性1 Quintanilla[ 15]研究了非简单材料的无能量耗散热弹性1 Kumar 和

Deswal[ 16]研究了表面波在无能量耗散广义微极热弹性介质的圆柱形孔中的传播1 Kumar 和

Deswal[ 17]还研究了无能量耗散的微极热弹性介质表面波的传播1 本文研究有限厚度、均匀、各
向同性、无能量耗散的微极热弹性无限板中环形波的传播, 推导并讨论了微极热弹性 Lamb波

的一般频散方程1 导出不同条件下的特征方程, 在对称和斜对称模式下给出了频散方程的数
值解,并用图示出了位移分量幅值、微转动幅值、和温度分布的曲线1 

1  基 本方 程

在无体力、无体力耦、无热源条件下, Eringen[ 18]、Green和 Naghdi[ 5]给出了无能量耗散微极

热弹性固体的运动方程和本构关系1 

  ( K+ 2L+ K ) (̈ #̈u ) - ( L+ K ) ¨@ ¨@ u+ K ¨@ <- M̈ T = Q
52u
5t 2

, ( 1)

  ( A+ B+ C) (̈ #̈ <) - C̈ @ ( ¨@ <) + K ¨@ u- 2K< = Qj
52<
5 t 2

, ( 2)

  K
* ¨2T = QC* 52T

5 t 2
+ MT 0

52

5t 2
( #̈u ) , ( 3)

  tkl = Kur , rDkl + L( uk , l + u l, k) + K ( ul , k - :klr<r) - MTDkl , ( 4)

  mkl = A<r , rDkl + B<k, l + C<l, k , ( 5)

其中 u = ( ur, uH, uz )为位移分量, <= ( <r, <H, <z )为微转动向量, K、L、A、B、C、K为材料常数,

Q为密度, j 为微惯量, tkl和mkl 分别为应力和偶应力分量, T 和T 0分别为温度的改变量和初始

均匀温度,Dkl 为Kronecker delta符号, M= (3K+ 2L+ K ) At , At 为线性热膨胀系数, C
* 为恒应

变时的比热, K * 为理论的材料特征常数1 

2  问题的公式化与求解

考虑厚度为 2d 的均匀、各向同性、无能量耗散的微极热弹性无限大板, 设它关于 z 轴对

称 1 坐标系( r , H, z ) 的原点位于板的中面, z 轴与中面正交并沿厚度方向 1 表面 z = ? d 处

于不同的边界条件, 并取 r Oz 平面为入射面1 
对2O维问题, 取
  u = ( u r, 0, uz ) , < = (0, <H, 0)1 ( 6)

定义如下无量纲量
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其中 L 为标准长度, h 为表面传热系数1 
借助于无量纲量( 7)式,并注意到( 6)式,去掉撇之后( 1)式至( 3)式可化为无量纲形式
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其中   ¨2 = 52
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5
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52

5z 2
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引入势函数 <和 W

  ur =
5 <
5r +

5W
5z , uz =

5 <
5z -

5 W
5r -

W
r
, ( 12)

( 8)式至( 11)式可以表示为

  ¨2<- 52</ 5t 2- T = 0, ( 13)

  ¨2 W- W
r
2 - p

<H
D2
-

1

D21
52 W
5 t2

= 0, ( 14)

  D* 2 ¨2
-

1

r
2 W=

1

D
2
1

52<H
5t 2

+ 2D* 2<H- ¨2- 1

r
2 <H, ( 15)

  ¨2T = C
2
T52T /5 t 2+ :T ¨2<

&
1 ( 16)

假设( 13)式至( 16)式的解有

  ( <, W, <H, T ) = [ f ( z ) J 0( Nr ) , g( z ) J 1( Nr ) , w ( z ) J 1( Nr ) , h( z ) J 0( Nr ) ] e
- iXt

, ( 17)

其中, X为频率, N为波数, J 0( Nr ) 和 J 1( Nr ) 分别为为 0O阶和 1O阶 Bessel函数1 
将( 17)式代入( 13)式、( 14)式、( 15)式和( 16)式, 得以下微分方程:

  d
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dz
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+ N2 c2(1+ C
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T + :T )
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dz
2 - N
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+ C
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c
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D21
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求解上述微分方程, 得到 <、W、<H和T 的表达式

  < = ( Acosm1z + Bsinm1z + C cosm2z + Dsinm2z ) J 0( Nr ) e
- iXt

, ( 20)

  W= (Accosm3z + Bcsinm3z + Cccosm4z + Dcsinm 4z ) J 1( Nr ) e
- iXt

, ( 21)

  <H =
D2

p
[ ( B2- m

2
3) ( Accosm3z + Bcsinm3z ) +

    ( B2- m
2
4) ( Cccosm4z + Dcsinm4z ) J 1( Nr ) e

- iXt
, ( 22)

  T = [ ( A2- m
2
1) ( A cosm1z + Bsinm1z ) +
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    ( A2- m
2
2) ( Ccosm2z + Dsinm2z ) J 0( Nr) e

- iXt1 ( 23)

其中
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其中 c = X/ N为波的相速度1 
由( 12)式、( 20)式至( 23)式得到位移分量 ur 和u z 为

  ur = [- N( A cosm1z + B sinm1z + Ccosm2z + D sinm 2z ) +

    (- Acm3sinm3z + Bcm3cosm3z - Ccm 4sinm4z + Dcm4cosm4z ) ] J 1( Nr ) e
- iXt

, ( 25)

  uz = [ (- m1Asinm1z + m1B cosm1z - m2Csinm 2z + m 2Dcosm2z ) -

    N( Accosm 3z + Bcsinm3z + Cccosm4z + Dcsinm4z ) ] J 0( Nr ) e
- iXt

, ( 26)

2. 1  边界条件
考虑板表面 z = ? d 处力学和热的边界条件1 
1) 力学条件

在表面 z = ? d 处无量纲力学边界条件分别为应力自由和刚性固定边界,给定为

  tzz = 0, tzr = 0, mz H = 0 ( 27)

和    ur = 0, uz = 0, <H= 0, ( 28)

其中

  tzz = ( K+ 2L+ K )
5ur
5z + K

5 ur
5 r +

ur
r

- MT ,

  tzr = L
5 ur
5z +

5uz
5r

+ K
5 ur
5z - <H , mz H= C

5 <H
5z 1 

2) 热条件

在 z = ? d 处,热的边界条件为

  5T /5 z + hT = 01 ( 29)

这里, h y 0相应与热绝缘边界, h y ] 对应等温边界1 

3  特征方程的推导

根据表面 z = ? d 处的边界条件( 27)式和( 29)式以及( 20)式至( 26)式,得到具有 8个方程

的方程组

P (Ac1+ Bs1+ Cc2+ Ds2) + Q m3( Acs3- Bcc3) + m4( Ccs4- Dcc4) = 0, ( 30)

P (Ac1- Bs1+ Cc2- Ds2) + Q m3(- Acs3- Bcc3) + m 4(- Ccs4- Dcc4) = 0, ( 31)

Q (- As1+ Bc1) m1+ (- Cs2+ Dc2) m2 + P( Acc3+ Bcs3+ Ccc4+ Dcs4) = 0, ( 32)

Q ( As1+ Bc1)m 1+ ( Cs2+ Dc2) m2 + P( Acc3- Bcs3+ Ccc4- Dcs4) = 0, ( 33)

f 3(- Acs3+ Bcc3) m3+ f 4(- Ccs4 + Dcc4) m4 = 0, ( 34)

f 3( Acs3+ Bcc3) m3+ f 4( Ccs4 + Dcc4) m4 = 0, ( 35)
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  g1[ ( hc1- m1 s1) A + ( hs1+ m1 c1) B] +

    g2[ ( hc2- m2s 2) C + ( hs2+ m2c2)D ] = 0, ( 36)

  g1[ ( hc1+ m1 s1) A + (- hs1+ m1 c1) B ] +

    g2[ ( hc2+ m2s 2) C + (- hs 2+ m2 c2) D] = 0, ( 37)

其中

  P = B2- N2+ pN2/D2, Q = - 2N 1- p / 2D2 , f i = B2- m
2
i ,   i = 3, 4,

  gi = A2 - m
2
i , i = 1, 2; si = sinmiz , ci = cosmiz , i = 1, 2, 3, 41 

(30)式至( 37)式具有非平凡解, 如果幅值的系数行列式 [ A , B , C, D, Ac, Bc, Cc, Dc]T 为
零 1 经过繁杂的推导得到具有应力自由热绝缘边界板( h y 0) 的特征方程为
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同时,应力自由等温边界板 ( h y ] ) 的特征方程为
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3. 1  刚性固定边界
由板表面 z = ? d 处的边界条件(28) 式、(29) 式和(20) 式至(26) 式得到幅值向量[ A , B ,

C , D, Ac, Bc, Cc, Dc] T的线线方程组1 由该方程组的非平凡解的存在性条件分别得到刚性固
定热绝缘边界和等温边界板的特征方程
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式中, 上标+ 1对应于斜对称模式, - 1对应于对称模式1 ( 38)式和( 39)式为板的修正微极热
弹性波的传播特征方程1 这些方程可视为无能量耗散的微极热弹性固体无限矩形板中对称和
反对称模态波传播的 RayleighOLamb 方程1 我们把这种波称为板的微极弹性波而不是 Lamb

波, Lamb[ 19]给出了各向同性弹性固体中Lamb波的特性1 因此, RayleighOLamb方程也适用于微
极热弹性板的环形波1 尽管频率波关系对直波还是环形波均成立,但是对于大的径向坐标,位
移、微转动、温度和应力变化应该由 Bessel函数而不是三角函数给出1 对于大的 r 值,则有

  J 0( Nr ) y sinNr + cosNr

PNr
, J 1( Nr ) y sinNr - cosNr

PNr
1 
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从而随着 r 远离原点, 运动变成周期的1 实际上, 在 Bessel函数的 4到 5个零点之内, /远离0

的情况很快产生1 当 r 值变得很大时, 环形波的极限的情况变为直波1 ( 40)式和( 41)式退化
为刚性固定热绝缘和等温边界的热弹性板的对称和斜对称模态波的特征方程1 
3. 2  特殊情况

1) 微极弹性板

热O力耦合效应为零 ( :T = 0) ,致使 A21 = 1和 A22 = C
2
T , 从而有

  m
2
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2 = N2( C2Tc
2
- 1) ,

相应地,特征方程( 38)式至( 41)式简化为
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tanm1d

tanm4d

?

=
- 4N

2
(1 - p / 2D

2
)
2
Am3( m

2
4- m

2
3)

( B2- N2 + pN2/D2) 2( m2
4 - B2)

, ( 42)

  
tanm1d

tanm3d

?

-
( B2- N2+ pN2/D2) 2( B2- m

2
3)

4N2(1 - p / 2D2) 2m1m4( m
2
4- m

2
3)

tanm4d

tanm3d

?

=

    
( B

2
- N

2
+ pN

2
/D

2
)
2
( m

2
4- B

2
)

4N
2
(1- p / 2D

2
)
2
m1m3( m

2
4 - m

2
3)
, ( 43)

  
tanm1d

tanm3d

?

-
m1m4( m

2
3- B2)

N2( m2
4- m

2
3)

tanm4d

tanm3d

?

=
m 1m3( m

2
4- B2)

N2( m2
4- m

2
3)

, ( 44)

  
tanm1d

tanm3d

?

-
m4( B

2
- m

2
3)

m3( B
2
- m

2
4)

tanm1d

tanm4d

?

=
- N

2
(m

2
4 - m

2
3)

m1m 3( m
2
4 - B

2
)
1 ( 45)

2) 热弹性板

微极效应为零 ( K = p = 0) , 从而有

  a
2
3 = 1/D2, a24 = 1/D21, m

2
3 = B2, m2

4 = N2 c
2
/D21- 1 1 

相应地,绝缘和等温边界的特征方程( 38)式至( 41)式简化为

  
tanm1d

tanm3d

?

-
m1( A

2
- m

2
1)

m2( A
2
- m

2
2)

tanm2d

tanm3d

?

=
- 4N2m1B( m

2
2 - m

2
1)

( B2- N2) 2( A2- m
2
2)
, ( 46)

  
tanm1d

tanm3d

?

-
m2( A

2
- m

2
1)

m1( A
2
- m

2
2)

tanm2d

tanm3d

?

=
( B

2
- N

2
)
2
( m

2
2- m

2
1)

4N
2
m 1B( A

2
- m

2
2)

, ( 47)

  
tanm1d

tanm3d

?

-
m1( A

2
- m

2
1)

m2( A
2
- m

2
2)

tanm2d

tanm3d

?

=
m1B( m

2
2 - m

2
1)

N2( A2- m
2
2)

, ( 48)

  
tanm1d

tanm3d

?

-
m2( A

2
- m

2
1)

m1( A
2
- m

2
2)

tanm2d

tanm3d

?

=
- N

2
(m

2
2- m

2
1)

m1B( A
2
- m

2
2)

1 ( 49)

3) 弹性板

微极效应为零 ( K = p = 0) 且热效应为零( :T = 0) , 特征方程( 46)式至( 49)式简化为

  
tanm1d

tanm3d

?

=
- 4N

2
AB

( B2- N2) 2
, ( 50)

  
tanm1d

tanm3d

?

=
( B2- N2) 2

4N
2
AB

, ( 51)

  
tanm1d

tanm3d

?

=
AB
N2
, ( 52)

  
tanm1d

tanm3d

?

=
- N

2

AB
1 ( 53)

Graff[ 20]对均匀、各向同性、应力自由弹性板进行过讨论, 方程( 50)式至( 53)式与其结论相

符1 
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4  特征方程的讨论

4. 1  特征方程的区域

这里, A、B、mi ( i = 1, 2, 3, 4) 是否为纯虚数、零或实数依据于是否 c < D、1、1/ | Ai | ( i =

1, 2, 3, 4)1 如频率方程( 38)式变为下面的情况1 
4. 2  区域 Ñ

这个内区域满足 c < D、1、1/ | Ai | ( i = 1, 2, 3, 4)1 因此,将 A、B、mi替换为 iAc、iBc和 iAi ,

( i = 1, 2, 3, 4) , 特征方程( 38)式变为

  
tanhA1d
tanhA3d

?

-
A1( Ac2- A

2
1)

A2( Ac2- A22)
tanhA2d
tanhA3d

?

-
A3( Bc2- A

2
2)

A4( Bc2- A24)
tanhA1d
tanhA4d

?

+

    
A1A3( Ac

2
- A

2
1) ( A

2
3 - Bc2)

A2A4( Ac2- A22) ( A
2
4 - Bc2)

tanhA2d
tanhA4d

?

=

    
- 4N2(1 - p / 2D2) 2A1A3( A

2
2- A21) ( A

2
4 - A23)

( pN2/D2- Bc2- N2) 2( A24- Bc2) ( A22- Ac2)
1 ( 54)

4. 3  区域 Ò

这个区域内满足D< c < 11 因此,有 B= B, m3= m 3, m4 = m4, mi = iAi , ( i = 1, 2) , 特

征方程( 38)式变为

  
tanhA1d
tanA3d

?

-
A1( Ac2- A21)
A2( Ac2- A22)

tanhA2d
tanm3d

?

-
m3( B

2
- m

2
3)

m4( B
2
- m

2
4)

tanhA1d
tanm4d
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+

    
A1m3( Ac2- A21) ( m

2
3- B2)
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2
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2
4- B

2
)

tanhA2d
tanm4d

?

=

    
- 4N2(1 - p / 2D2) 2A1m3( A

2
2- A21) ( m

2
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2
3)

( B
2
- N

2
+ pN

2
/D

2
)
2
(m

2
4- B

2
) ( A

2
2- Ac2)

1 ( 55)

4. 4  区域 Ó

这个区域满足 N< X, c > 11 特征方程由( 38)式给出1 
对频率方程( 39)式可以做类似区域的划分1 

5  薄板的结论

考虑相对于板的厚度,横波波长大得很多的情况, 这时,有 Nd [ 11 区域 Ñ和区域 Ò均给

出一些有趣的结论: 在区域Ñ中对称情况无根;在区域 Ò中斜对称情况无根1 保留双曲正切展
开式的前两项, 对称和斜对称的特征方程( 54)式和( 55)式简化为

  
pN2

D2
- Bc2- N2

2

1-
Ac2d2

3
( A24+ A23- Bc2) +

    ( d2/ 3) Bc2A24+ Bc2A23- ( A
2
4+ A

2
3 + A

2
3A

2
4) =

    4N2 1-
p

2D2
2

A23A
2
4 1-

A23d
2

3
1 -

A24d
2

3
, ( 56)

  ( A
2
2+ A

2
1- Ac2) = -

4N
2
(1- p / 2D

2
)
2
A
2
1A

2
2( A

2
2- Ac2)

( Bc2- N
2
+ pN

2
/D
2
)
2 1 ( 57)

若忽略微极效应,如 ( K = p = 0) , 则( 56)式和( 57)式简化为

  ( Bc2+ N
2
)
2
1-

Ac2d2

3 = 4N
2
Bc2 1-

Bc2d 2

3 , ( 58)
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  ( A
2
2+ A

2
1- Ac2) = -

4N
2
A
2
1A

2
2( A

2
2- Ac2)

( Bc2- N
2
)
2 1 ( 59)

一般而言,波态与微极参数有关1 

6  短波长的情况

当 Ny ] 时,可以得到渐进行为 1 若 N> X/D,则有 c < D、1,并且 A、B、mi ( i = 1, 2, 3,

4) 的根位于区域Ñ ,特征方程( 38)式和( 39)式简化为

  4N2 1- p
2D2

2

A1A2A3A4( A1+ A2) ( A3+ A4) =

    
pN2

D2
- Bc2- N2

2

( A
2
1+ A

2
2+ A1A2- Ac2) ( A23+ A

2
4+ A3A4- Bc2) , ( 60)

  4N
2 1-

p

2D2
2

A3A4( Ac2 + A1A2) ( A3+ A4) =

    pN2

D2
- Bc2- N2

2

( A1+ A2) ( A
2
3+ A24+ A3A4- Bc2) , ( 61)

( 60)式和( 61)式分别为应力和偶应力自由热绝缘和等温边界下无能量耗散的微极热弹性半空

间Rayleigh表面波的方程1 
若忽略微极效应 如 ( K = p = 0) , A3 = Bc, 则( 60)式和( 61)式简化为应力自由热绝缘和

等温无能量耗散热弹性板的特征方程

  4N2A1A2A3A4( A1 + A2) ( A3+ A4) =

    ( Bc2+ N2) 2( A21+ A22+ A1A2 - Ac2) ( A23+ A24+ A3A4- Bc2) , ( 62)

  4N2A3A4( Ac2+ A1A2) ( A3+ A4) =

    ( Bc2+ N
2
)
2
( A1+ A2) ( A

2
3+ A

2
4+ A3A4- Bc2) 1 ( 63)

( 62)式和( 63)式仅是 Rayleigh 表面波方程1 因在短波长的情况下有限厚度板如同半O无限介
质,从而能量主要通过板的表面传播1 

7  Lame模式

Lamb[ 19]首先给出了一类特殊的精确解,称为Lame 模式, 它可以由考虑特殊情况而给出1 

令 B2 = N2(1- p /D2) , 这时区域 Ò中的根和频率方程( 55)式简化为
对称模式: m3d = ] , ] m3 = nP/ 2d,   n = 1, 3, 5, ,1 
反对称模式: m 3d = 0, ] m3 = nP/ 2d,   n = 0, 2, 4, ,1 
这里,频率给定为

  X =
4B2d2+ n

2P2(1- p /D2)

2da3 1 - p /D2
1 

但是,当忽略微极效应 ( p = 0) , B= m3, 频率相应地变为

  X = nPD/ 2d ,

该式与Graff
[ 20]
的结论相符1 

显然,这种模式依赖微极参数( K 或p )和板的厚度1 

8  位移、微转动和温度分布的幅值

下面计算板对称和斜对称模态波的位移、微转动和温度分布的幅值1 由( 25)式、( 26)式和
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( 30)式至( 37)式得

  ( ur ) sy = - N( cosm1z + L cosm2z ) + Mm3cosm3z + Nm4cosm4z AJ 1( Nr) e
- iXt

,

  ( ur ) asy = - N( sinm1z + Lcsinm2z ) + Mcm3sinm 3z + Ncm4sinm4z BJ 1( Nr ) e
- iXt

,

  ( uz ) sy = - m1sinm1z + Lm 2sinm2z + N( Msinm3z + N sinm4z AJ 0( Nr ) e
- iXt

,

  ( uz ) asy = m1cosm 1z + Lcm2cosm2z - N(Mccosm3z + Nccosm4z BJ 0( Nr ) e
- iXt

,

  ( <H) sy =
D2

p
( B2- m

2
3) cosm 3z - ( B2- m

2
4)
f 3m3s 3
f 4m4s 4

cosm 4z AcJ 1( Nr ) e- iXt ,

  ( <H) asy =
D
2

p
( B2- m

2
3) sinm 3z - ( B2- m

2
4)
f 3m3c3
f 4m4c4

sinm4z BcJ 1( Nr ) e- iXt ,

  ( T ) sy = ( A
2
- m

2
1) cosm1z + ( A

2
- m

2
2) cosm2z AJ 0( Nr ) e

- iXt
,

  ( T ) asy = ( A2- m
2
1) sinm1z + ( A2- m

2
2) Lcsinm2z BJ 0( Nr ) e

- iXt
,

其中

  L = -
g1m1 s1
g2m2 s2

, Lc= -
g1m1c1
g2m2c2

,

  M =
P ( g2m2T

- 1
1 - g1m1T

- 1
2 )f 4s1

Qg2m2m3( f 4- f 3) T
- 1
3 s3

, Mc =
P ( g 2m2T 1- g 1m1T 2)f 4c1
Qg2m2m3( f 4- f 3) T 3 c3

,

  N =
P ( g2m2T

- 1
1 - g1m 1T

- 1
2 )f 3 s1

Qg2m2m4(f 4- f 3) T
- 1
4 s4

, Nc =
P( g2m2T 1- g1m1T 2)f 3 c1
Qg2m2m4(f 4 - f 3) T 4 c4

,

  T i = tanhmid,   i = 1, 2, 3, 41 

9  算例和结论

为了说明前节中的理论结果, 我们将给出一些数值算例,并示于图中1 计算中选用的材料
为铝O环氧合金,其物理数据为

  Q= 2. 70 @ 103 kg/m3
, K= 5. 775 @ 1010 N/ m2, L = 2. 646 @ 1010 N/ m2,

  K = 0. 014 9 @ 1010N/m2
, C= 0. 268 @ 1006 N , j = 0. 196 @ 10- 4m2

,

  C
2
T = 0. 5, :T = 1. 0, C* = 0. 216 @ 103 J/ ( kg #K) ,

  A0 = 0. 23 @ 10- 2( m #K)- 1, T 0 = 300 K, d = 0. 01 m1 
根据应力自由热绝缘边界的特征方程( 38)式和刚性固定热绝缘边界的特征方程( 40)式,

对于不同波数,计算了对称和斜对称模态波的无量纲的相速度1 对不同模态 ( n = 0到 n = 4)

的相速度的数值解被示在图 1至图 4;实线表示微极热弹性板(简写为MTE) ,短划线表示热弹

性板(简写为TE) ,长划线表示微极弹性板(简写为ME) 1 对称和斜对称位移、微转动和温度分
布的幅值曲线示于图 5至图 12中1 
9. 1  应力自由热绝缘边界

对于应力自由热绝缘边界,随着波数变化,最低对称模态 ( n = 0) 的相速度保持常数1 最
低斜对称模态的相速度在低波数段变化,在高波数段为常数1 对称和斜对称高模态波的相速
度在波数趋向于零时保持很高的数值, 但当波数增大时急速下降随后变得平稳1 这表明不同
模态波传播的相速度从波数为零时的较大值开始,然后出现强烈的频散现象直到变为较高波

数时微极热弹性 Rayleigh波速度, 这时曲线变得平坦1 形成渐近线的原因是:对短波长而言
(即高频率)板材料很快表现为一个厚块,上表面边界和下表面边界之间耦合减少,结果是对称

和斜对称波的特性越来越相似1 
由图示可知,对应力自由热绝缘边界的板的对称模态波有:
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   图 1  应力自由热绝缘边界下           图 2  应力自由热绝缘边界下

对称模态波的相速度 斜对称模态波的相速度

( a) 对 n = 0、n = 3、n = 4, MTE、TE和ME的相速度在所有波数段上相同;

( b) 对 n = 1, 波数在 2. 6和 3. 6之间时, ME的相速度略大于MTE的相速度; 波数在 Nd

[ 2. 6和 Nd [ 3. 6时, MTE、TE和ME 的相速度近似相同;

( c) 对 n = 2,波数在 Nd [ 0. 8时,ME 的相速度略大于 MTE和 TE的相速度;波数在 2. 6

和5. 0之间时,ME的相速度略小于MTE和TE的相速度1 
由图示可知,对应力自由热绝缘边界板的斜对称模态波的传播有:

( a) 对最低模态 n = 0和波数在 Nd [ 1. 6时,ME的相速度比MTE 和TE的相速度小;波数

在 Nd \ 1. 6, MTE、TE和ME的相速度近似相同;

( b) 对 n = 1, 波数在 Nd [ 112和 Nd \3. 8, MTE的相速度小于ME和TE的相速度;

( c) 对 n = 2, 波数在1. 6和 4. 2之间时, ME的相速度小于 MTE和 TE的相速度;波数在

Nd [ 1. 6和 Nd \ 4. 2时,MTE、TE和ME的相速度几乎相同;

( d) 对 n = 3, 波数在 Nd [ 2. 2, MTE、TE和ME的相速度几乎相同;波数在 2. 2和 4. 0之

间时, MTE的相速度小于ME和 TE的相速度; 波数在 4. 0 和 5. 0之间时, MTE的相速度大于

ME和TE的相速度;

( e) 对 n = 4,波数在 Nd [ 2. 2时, MTE、TE和 ME的相速度几乎相同;波数在 2. 2和5. 0

之间时,ME的相速度小于MTE和TE的相速度1 

   图 3  刚性固定热绝缘边界下         图 4 刚性固定热绝缘边界下
对称模态波的相速度 斜对称模态波的相速度

9. 2  刚性固定热绝缘边界
对于刚性固定热绝缘边界,在低波数段对称和斜对称模态的相速度不同,随着波数增加变

为常数1 
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  图 5  对称位移幅值( ur )

由图示可知, 对刚性固定热绝缘边界的板的对称模态波

有:

( a) 对 n = 0,波数在 Nd [ 0. 6, TE 的相速度小于MTE和

ME的相速度;波数在 0. 6 和 2. 0之间时, MTE的相速度小于

TE和ME的相速度;

( b) 对 n = 2,波数 Nd [ 1. 2和波数在2. 5和 3. 4之间时,

MTE、TE和 ME 的相速度几乎相同; 波数 Nd \ 3. 4和波数在

112和 2. 5之间时,ME 的相速度大于MTE和TE的相速度;

( c) 对 n = 1、3, MTE、TE和ME的相速度几乎相同;

( d)对 n = 4,波数在 Nd [ 3. 6时, MTE、TE和 ME的相速

度几乎相同;波数在 Nd \ 3. 6时, ME的相速度大于MTE和TE

的相速度1 
由图示可知,对刚性固定热绝缘边界的板的斜对称模态波

  图 6 斜对称位移幅值 ( ur )         图 7  对称位移幅值 ( uz )

   图 8 斜对称位移幅值 ( u z )      图 9  对称微转动幅值 (<H)

有:

( a) 对最低模态 n = 0和波数在 Nd [ 0. 8时, TE的相速度大于MTE和TE的相速度;波数
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  图 10  斜对称微转动幅值 ( <H)      图 11 对称温度分布幅值 ( T )

图 12  斜对称温度分布幅值 ( T )

在 Nd \ 0. 8时, MTE、TE和ME 的相速度几乎相同;

( b) 对 n = 1,波数在 Nd [ 1. 6时,ME的相速度大于MTE

和TE的相速度;波数在 1. 6和 2. 4之间时, MTE、TE和 ME的

相速度几乎相同;波数在 2. 4和 3. 4之间时, ME的相速度大于

MTE和TE 的相速度; 波数在 Nd \ 3. 4时, ME 的相速度小于

MTE和TE的相速度;

( c) 对 n = 2, 波数在 1. 4和 3. 0之间时,ME 的相速度小

于MTE和TE的相速度;波数在 Nd [ 1. 4和 Nd \ 3. 0时, ME

的相速度大于MTE和 TE的相速度;

( d) 对 n = 3, 波数在 2. 0和 3. 2之间时,MTE、TE 和ME

的相速度相同;波数在 Nd [ 2. 0和 Nd \ 3. 2时, ME的相速度

大于MTE 和TE的相速度;

( e) 对 n = 4,波数在 Nd [ 1. 4时, MTE、TE和ME的相速

度相同;波数在 1. 4和2. 8之间和 Nd \4. 4时,ME的相速度小于MTE和TE的相速度;波数在

2. 8和 4. 4之间时, ME的相速度大于 MTE和TE的相速度1 
9. 3  幅值

应力自由热绝缘边界的微极热弹性板(MTE)、热弹性板( TE)、微极弹性板( ME)的对称模

态的位移幅值 ur 和斜对称模态的位移幅值uz 示于图5至图 8中1 
从图 5、图 6可知,对于对称模态,位移 u r 在中心处取最大值,在表面处取最小值; 对于斜

对称模态,位移 ur 在中心处为零,在表面取最大值 1 从图 7、图8可知,对于对称模态,位移 uz

在中心处为零, 在表面处取最大值;对于斜对称模态, 位移 uz 在中心处取最大值,在表面取最

小值1 
图9至图12示出了微极热弹性板( MTE)、热弹性板(TE)、微极弹性板(ME)的对称模态和

斜对称模态的微转动 <H幅值和温度T 分布1 

从图 9和图 10可知, 对称模态中,微转动幅值 <H在中间取最小值, 在表面取最大值; 斜对

称模态中, MTE和 ME的微转动幅值 <H在中心处为零, 在表面取最大值,而 TE板的微转动幅

值 <H为零1 
从图 11和图 12可知, 对称模态中,MTE和TE板的温度分布在中心处取最大值,在表面取
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最小值;在斜对称模态中, 温度分布 T 在中心处为零,在表面取最大值 1 ( ur ) sy、( ur ) asy、( u z) sy、
( uz) asy、( <H) sy、( <H) asy、( T ) sy 和( T ) asy 分别对应于对称模态和斜对称模态中( u r)、( uz )、( <H) 和

( T) 的值 1 由图可知, ( ur ) asy的形态和趋势与( uz ) sy相似, ( u r) sy的形态和趋势与( ur) asy相似;
但( <H) sy和( <H) asy的形态和趋势分别与( T ) sy和( T ) asy相反 1 对称和斜对称模态中,微极弹性
板(ME) 的位移( ur ) 和( uz ) 小于微极热弹性板( MTE)和热弹性板( TE) ;微极弹性板( ME)的微

转动 <H小于微极热弹性板( MTE) ;热弹性板( TE)的温度分布 ( T ) 小于微极热弹性板(MTE) 1 

10  结   论

根据特征方程研究了在应力自由和刚性固定边界条件下,均匀、各向同性、无能量耗散微

极热弹性无限板中轴对称自由振动波的传播1 可以看到平面波的运动由 RayleighOLamb型特
征方程给出1 讨论了特征方程的不同区域1 对于短波的极端情况, 由于有限厚度板表现为半
无限空间, 振动能量沿着板表面传播,因此应力自由、刚性固定矩形板的对称和斜对称模态波

的特征方程退化为Rayleigh表面波频率方程1 当横波长相对于板厚大得多时, 区域 Ñ和区域

Ò均给出了有趣的结论1 在区域 I中,斜对称模态的特征方程适合弯曲振动情况, 并在整个频

谱中表现为有限频率范围的单振动模式;在区域Ò中的对称模态特征方程,相速度的表达式简
化为薄板或者由微极热弹性杆理论的杆速度模拟的板应力, 作为简化结论的特例由 Graff[ 20]得

到1 举例分析了对称和斜对称模态下微极效应和热效应对相速度、位移幅值、微转动和温度分
布的影响1 
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Abstract: The propagation of axisymmetric free vibrations in an infinite homogeneous isotropic m-i

cropolar thermoelastic plate without energy dissipation subjected to stress free and rigidly fixed bound-

ary conditions is investigated. The secular equations for homogeneous isotropic micropolar thermoe-

lastic plate without energy dissipation in closed form for symmetric and skew symmetric wave modes

of propagation were derived. The different regions of secular equations were obtained. At short wave-

length limits, the secular equations for symmetric and skew symmetric modes of wave propagation in

a stress free insulated and isothermal plate reduce to Rayleigh surface wave frequency equation. The

results for thermoelastic, micropolar elastic and elastic materials were obtained as particular cases

from the derived secular equations. The amplitudes of displacement components, microrotation and

temperature distribution were also computed during the symmetric and skew symmetric motion of the

plate. The dispersion curves for symmetric and skew symmetric modes and amplitudes of displace-

ment components, microrotation and temperature distribution in case of fundamental symmetric and

skew symmetric modes were presented graphically. The analytical and numerical results are found to

be in close agreement.

Key words: micropolar thermoelastic plate; thermoelasticity without energy dissipation; circular

crested waves; symmetric and skew symmetric amplitudes
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