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均布载荷作用下波纹扁壳的非线性振动
X
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摘要:  应用轴对称旋转扁壳的非线性大挠度动力学方程, 研究了波纹扁壳在均布载荷作用下的

非线性受迫振动问题1 采用格林函数方法,将扁壳的非线性偏微分方程组化为非线性积分微分方

程组1 再使用展开法求出格林函数, 即将格林函数展开为特征函数的级数形式, 积分微分方程就

成为具有退化核的形式,从而容易得到关于时间的非线性常微分方程组1 针对单模态振形,得到

了谐和激励作用下的幅频响应1 作为算例,研究了正弦波纹扁球壳的非线性受迫振动现象1 该文

的解答可供波纹壳的设计参考1 
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引   言

波纹壳是一种灵敏弹性元件, 广泛应用在精密仪器仪表中1 要得到波纹壳的完整力学性
能,就需要针对其弯曲、稳定及振动特性进行系统性的研究1 尽管世界各国科学家在波纹壳的

非线性弯曲和稳定研究方面做了大量的工作[ 1-17] ,在振动方面的研究工作却相对很少,且都是

从正交异性板理论出发研究自由振动问题[ 18- 20] 1 造成这种状况的原因可归于波纹壳本身形
状复杂,参数较多,再加上惯性力项,使问题变得难度很大1 然而,研究波纹壳的非线性振动问

题不论在理论方面还是在应用方面都具有重要意义1 采用正交异性板理论,王新志等[ 18]选取

波纹圆板中心最大振幅为摄动参数,应用摄动变分法, 求得了波纹圆板的非线性固有频率1 刘

人怀和李东使用 Galerkin方法[ 19]和修正迭代法[ 20]成功地解决了波纹圆板的非线性自由振动

问题,得到了幅频关系式1 在波纹壳的非线性振动研究上, 尚有 4个方向的理论工作值得研究

人员继续努力, 分别是: 1) 从正交异性板理论出发研究波纹圆板非线性受迫振动问题; 2) 从壳

体的非线性大挠度动力学方程出发研究波纹圆板非线性自由及受迫振动; 3) 从壳体的非线性

大挠度动力学方程出发研究波纹壳非线性自由及受迫振动; 4) 从正交异性壳理论出发研究波

纹壳非线性自由及受迫振动1 最近,刘人怀和王 [ 17]的开创性研究工作使得从上述第 4个方

向进行系统研究成为可能1 
本文从上述第 3个方向着手,应用轴对称旋转扁壳的非线性大挠度动力学方程,研究了在

均布载荷作用下波纹扁壳的非线性受迫振动问题1 采用格林函数方法,将扁壳的非线性微分
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方程组化为非线性积分方程组1 再使用展开法求出格林函数,即将格林函数展开为特征函数

的级数形式,积分方程就成为具有退化核的形式, 从而容易得到关于时间的非线性常微分方程

组1 针对单模态振形,得到了谐和激励作用下的幅频响应1 作为算例,研究了正弦波纹扁球壳

的非线性受迫振动现象1 本文的解答可供波纹壳的设计参考1 

1  基本方程和边界条件

图1所示波纹壳,它实际上是一个轴对称旋转壳,由一个中心平台及带浅正弦波纹和球面

锥度的环形壳组成, 波纹壳受均布载荷 P 0作用, 其半径为 a,中心平台的半径为 r 0,波纹环形

壳部分的波长和波幅分别为 L 和H 0,球面锥度由球面曲率半径 R 0表示1 由于波纹较浅, 可以

作为扁壳处理1 为了求解方便,引入无量纲量

  

R =
r
a
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Eh
2

12(1- M2) Ca4
1/ 2

t ,
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h
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K
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A
K
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*
=

w
h
,

( 1)

   图 1 波纹壳的轴向截面

其中 r 是径向半径, h 是波纹壳厚度, C是质量密

度, t 是时间, F 是应力函数, P 0是均布载荷, E 和

M分别表示弹性模量和泊松比, A是变形前子午线

切线方向与水平方向的夹角, B是旋转壳子午线

方向的转角, w 是与 r 垂直方向的位移1 
采用无量纲化表达式( 1) ,考虑横向惯性力的

影响,扁壳的大挠度动力学方程成为[ 1] , [ 21]

  R
52
f

5R2 +
5f
5R - R

- 1
f - g( A

*
+ f ) =

    - [ 12(1- M2) ] 1/ 2
1
2
R

2
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R

0

52
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*

5S2
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  R
52
g

5R2 +
5g
5R - R

- 1
g + f A* +

1
2
f = 01 ( 3)

在外边界 R = 1处,讨论最常见的夹紧固定情形,其边界条件可以表示为

  f = 0,   R = 1, ( 4)

  5 g
5R - Mg = 0,   R = 11 ( 5)

在波纹壳的中心 R = 0处, 由对称性及水平应力合力有限,可以得到

  f = 0,   R = 0, ( 6)

  g = 0,   R = 0, ( 7)

除了上面列出的边界条件外, 还应补充一个在外边界 R = 1处垂直方向位移的约束条件

  w
*
= 0,   R = 11 ( 8)

2  积分方程及其求解

采用格林函数方法, 可以将基本偏微分方程( 2)式、( 3)式及其边界条件( 4)式至( 7)式化为
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下列积分微分方程组

  f ( N, S) = Q
1

0
K 1( x , N) g( A* + f ) - [ 12(1- M2) ] 1/ 2 1

2
x
2
P +

    Q
x

0

52w *

5S2
R dR dx , ( 9)

  g( N, S) = - Q
1

0
K 2( x , N)f A* +

1
2
f dx , ( 10)

( 9)式和( 10)式中,积分号下的 f 和g 是x 和S的函数 1 K 1( x , N) 是算子

  L = x
d2

dx
2+

d
dx
- x

- 1

在边界条件( 4)和边界条件( 6)下的格林函数, K2( x , N) 是算子 L 在边界条件( 5)式和( 7)式下

的格林函数1 
直接求出齐次二阶常微分算子 L 的两个线性无关解,再遵循常微分方程教科书中的标准

方法,容易得到格林函数 K 1( x , N) 和K 2( x , N) , 它们是 x , N的简单二元函数, 但这样得到的结

果不便于对(9) 式和(10) 式进行数值计算 1 下面应用展开法来求格林函数,得到的 K 1( x , N)

和K 2( x , N) 是用级数形式表示的,代入(9) 式和(10) 式中,获得具有退化核形式的积分方程,

从而很容易化为关于 S的非线性常微分方程组求解 1 K 1( x , N) 和 K 2( x , N) 可以应用展开法

来求出[ 22- 23]

  K 1( x , N) = - 6
]

i= 1

J1( KiN) J1( Kix )

K2iQ
1

0
x J21( Kix )dx

, ( 11)

  K 2( x , N) = - 6
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X2iQ
1

0
x J21( Xix )dx

, ( 12)

上式中, J1是第一类贝塞尔函数,表示旋转壳的特征函数或屈曲模态, Ki 和 Xi 是特征值,由

  J1( Ki ) = 0 ( 13)

和

  XiJ0( Xi ) - (1+ M) J1( Xi ) = 0 ( 14)

分别决定1 实际计算中, 总是取有限项进行求解1 为此,考虑近似格林函数

  K 1( x , N) = - 6
N

i = 1

J1( KiN) J1( Kix )

K
2
iQ

1

0
x J

2
1( Kix )dx

, ( 15)
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M

i = 1
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1

0
x J

2
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1 ( 16)

将上面两式代入( 9)式和 ( 10)式中, 得到具有退化核的积分微分方程, 经过整理, 化为

f i ( S) 和 gk ( S) 关于 S的N + M 个常微分方程组

  6
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i= 1
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f i ( S) gk( S) C ijk + 6

M
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f i ( S)f j ( S) C ijk + 6
N

j = 1

f j ( S) Cjk - X2kgk( S) C
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2k = 0, ( 18)
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式中, j = 1, 2, ,, N ; k = 1, 2, ,, M 1 f j ( S) 是 f ( N, S) 的展开系数的前 N 个, gk( S) 是 g( N,

S) 的展开系数的前 M 个1 即

  f ( N, S) = 6
N

j= 1

f j ( S) J1( Kj N) , ( 19)

  g( N, S) = 6
M

k= 1
gk( S) J1( XkN) , ( 20)

其它系数为
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  D ij =
1
K2jQ

1

0
x [ KiJ0( Ki ) - J1( Kix ) ] J1( Kj x )dx , ( 26)

只要加上适当的初始条件,从 ( 17)式和( 18)式就可以求得 f j ( S) 和 gk( S) , 从而由(19) 式和

(20) 式得到 f ( N, S) 和 g( N, S) 1 作为 f ( N, S) 和 g( N, S) 的函数,不难求出动力荷载下壳中的

内力和位移,然而,本文研究的重点将放在计算波纹扁壳的非线性受迫振动的频率1 考虑单模
态振形,并设:

  f 1( S) = - [ 12(1- M2) ] 1/ 2/ ( C1
1f ( S) ) , f j ( S) = 0   ( j = 2, 3, ,) , ( 27)

其中系数 C
1
1是下面的积分

  C
1
1 = Q

1

0
J1( K1x )dx = -

1
K1
[ J0( K1) - 1] , ( 28)

记波纹扁壳的无量纲中心挠度为 w
*
0 , 根据 B= 5w/ 5r 及( 8)式、( 19)式和( 27)式, 得到

  w
*
0 = f ( S) , ( 29)

这表示 f ( S) 实际上就是无量纲中心挠度, 因此 f ( S) 的振幅等于 w
*
0 的振幅 1 将(27) 式代入

(17) 式和(18) 式中,得到 f ( S) 关于 S的常微分方程
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上式中各系数是
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下面讨论受迫振动, 设波纹扁壳受谐和均布激励作用
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  P( S) = �P cosXS, ( 35)

令

  f ( S) = f (0) cosXS, ( 36)

上式中 f (0) 是 f ( S) 的振幅,即 w
*
0 的振幅 1 将(36) 式代入(30) 式中, 然后等式两边同乘以

cosXS,再将 XS从 0到 2P积分, 得到

  X2 = X20+
3
4
A2f

2
(0) - A3

�P
f ( 0)

1 ( 37)

根据( 37)式可作出受迫振动时的幅频响应曲线1 

3  算   例

图1是带中心平台的正弦波纹扁球壳,各有关数据为:

  E = 104 kg/ mm2
, M= 0. 3、h = 0. 22 mm, a = 25 mm, L = 6. 6 mm, H 0 = 0. 75 mm,

中心平台的半径 r0 = 3. 55 mm,讨论球面曲率半径分别为 R0= ] 、R0 = 250 mm和 R0 = 100mm

的3种情形,边界夹紧固定,均布载荷下其非线性受迫振动频率1 
基于上面给定的几何参数,图 1所示波纹膜片的轴向截面可以由膜片切线方向与 r 方向

的夹角A用下式描述出来1 

  A=
0,   当 0 [ R [ 0. 142时,

- 25R / R0- 0. 357sin(23. 8R + 6. 045) ,   当 0. 142 [ R [ 1时 1 
( 38)

图 2 幅频响应曲线 (�P = 100)

图 2表示谐和均布载荷 �P = 100作用下的幅

频响应曲线, 横坐标是非线性激励频率与线性自

由振动频率比率,纵坐标是波纹扁壳无量纲中心

挠度的振幅1 从图上看到, 幅频关系由两支响应

曲线组成,都具有明显的非线性特性, 且在一支响

应曲线上存在明显的跳跃点, 在这一点处响应曲

线的斜率变为无穷大1 当频率从比较小的值增加
时, 挠度的振幅迅速增加,当频率增加到某个大于

线性自由振动频率的值时,将发生跳跃现象, 挠度

的振幅突然减小,这以后挠度的振幅随着频率的增加而减小, 对于较大的球面曲率半径, 发生

跳跃时其相应的频率值也较大1 而当频率从比较大的值减小时,挠度的振幅迅速增加,当频率

减小到某个大于线性自由振动频率的值时,将发生跳跃现象, 挠度的振幅突然增大, 这以后挠

度的振幅随着频率的减小而减小1 

4  结   论

本文应用轴对称旋转扁壳的非线性大挠度动力学方程,研究了在均布载荷作用下波纹扁

壳的非线性受迫振动问题1 采用格林函数方法, 将扁壳的非线性微分方程组化为非线性积分

方程组1 针对单模态振形,得到了谐和激励作用下的幅频响应1 作为算例,研究了正弦波纹扁

球壳的非线性受迫振动现象1 可以断定,在均布载荷作用下,激励频率与无量纲挠度振幅之间

的幅频响应曲线,具有明显的非线性跳跃现象1 
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Nonlinear Vibration of Corrugated Shallow Shells

Under Uniform Load

YUAN Hong,  LIU Ren-huai

( Institute of Applied Mechanics , Jinan Univer sity , Gu angzhou 510632, P . R . China )

Abstract: Based on the large deflection dynamic equations of axisymmetric shallow shells of revolu-

tion, the nonlinear forced vibration of a corrugated shallow shell under uniform load had been invest-i

gated. The nonlinear partial differential equations of shallow shell were reduced to the nonlinear inte-

gra-l differential equations by using the method of Green. s function. To solve the integra-l differential

equations, expansion method was used to obtain Green. s function. Then the integra-l differential e-

quations were reduced to the form with degenerate core by expanding Green. s function as series of

characteristic function. Therefore, the integra-l differential equations became nonlinear ordinary differ-

ential equations with regard to time. The amplitude-frequency response under harmonic force was ob-

tained by considering single mode vibration. As a numerical example, forced vibration phenomena of

shallow spherical shells with sinusoidal corrugation were studied. The obtained solutions are available

for reference to design of corrugated shells.

Key words: corrugated shell; spherical shell; Green. s function; integral equation; nonlinear vibra-

tion
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