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摘要: � 讨论两个离散系统之间的广义同步�� 通过构造合适的非线性耦合项, 导出了驱动响应系

统获得广义同步的充分条件�� 在一个正不变的有界集上, 许多混沌映射满足这些充分条件�� 通过

3 个例子, 说明了充分条件的有效性��
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引 � �言

同步现象自 17 世纪由 Hugenii[ 1] 发现以来, 一直吸引着许多研究者的关心��最近, 由于

Pecora 和 Carroll[ 2-3] 在混沌同步方面的先驱性工作, 同时考虑到它在安全通信与控制方面的潜

在应用以及复杂系统里斑图涌现( pattern emergence ) 的理论价值, 耦合混沌系统的同步成了热

门研究领域��在过去的 10多年里, 许多不同的同步[ 4-8] 相继被发现和研究, 其中有: 完全同步

( complete or identical synchronization) 、聚类同步( cluster synchronization) 、相同步( phase synchroniza-

tion) 、滞后同步( lag synchronization) 和广义同步( generalized synchronization) 等��除恒同系统的完

全同步以外, 其他种类的同步研究相对来说还缺乏理论结果和可操作性办法��从动力学方面

来看, 一个同步状态代表动力系统在相空间中有一个不变流形��因此, 理论上通过合适的耦合

项构造出新的不变流形是同步理论急需解决的问题��然而, 在实际操作当中, 如何构造耦合项

使系统获得同步一直少有进展��最近, 我们在文献[ 9] 和文献[ 10] 中提出了一系列讨论这些问

题的新观点, 为这些问题的解决提供了新的思路��
本文在文献[ 9] 和文献[ 10] 的基础上, 讨论两个单向耦合离散系统的广义同步��通过对一

些离散系统构造合适的耦合项( 控制论里称为控制项) , 我们导出了两个定理和两个推论��

1 �理 论 结 果

一般来说, 单向耦合离散系统可以写成
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� � xn+ 1 = F( xn) , ( 1)

� � yn+ 1 = G( yn ) + u( xn, yn , �) , ( 2)

其中, G与F 可以恒同, 也可以不同; xn � R
m

, y n � R
m 表示两个离散系统在时刻n 的状态; u

� R
m 表示耦合项; �是代表耦合强度的参数 �� 本节中假设 � x0 � D1 � R

m
, � y0 � D2 � R

m
,

� n, 成立 xn � D1, yn � D2, 即 D1 与 D2 分别是( 1) 式与( 2) 式的正向不变集 �� 耦合项 u依

赖 F , 有时还依赖 G�� 本文研究这两个系统的广义同步及其特殊情形, 即完全同步和滞后同

步��

令 xn( x0) 和 yn( x0, y0) 分别是( 1) 式和( 2) 式过初值 x0 和 y 0 的解, � � � 表示 R
m 上的

列范数或者 R
m� m 上的列和范数��与文献[ 11] 类似, 我们引进一些相关的定义��

定义 1�系统( 1) 与系统( 2) 称为在 D1 � D2 内是广义 �- 同步的, 若存在连续函数 �: R
m

|�

R
m
使得 � x0 � D1, y 0 � D2, 下列条件成立:

� � l im
n� �
� yn ( x0, y 0) - �( xn( x0) ) � = 0�� ( 3)

定义 2�系统( 1) 与系统( 2) 称为在 D1 � D2 内是滞后同步的, 若存在自然数 n0 使得 � x0

� D1, y 0 � D2, 厦列条件成立:

� � l im
n� �
� yn ( x0, y 0) - xn+ n

0
( x0) � = 0�� ( 4)

定义 3�系统( 1) 与系统( 2) 称为在 D1 � D2内是完全同步的, 若 � x0 � D1, y0 � D2, 下列

条件成立:

� � l im
n� �
� yn ( x0, y 0) - xn( x0) � = 0�� ( 5)

事实上, 定义 2和定义 3 是定义 1的特殊情形�� ( 只要分别令 �= F
n

0 和 �为恒同映射�� )

令 ( F1 + F2) (�) 表示 F1(�) + F2(�)�� 通过构造合适的耦合项, 下列定理成立:

定理 1� 如果存在连续函数 �和正常数L 使得 � x � D1, y � D2, 条件

� � � G( y ) - ��F( x ) � � L � y- �( x) � ( 6)

成立, 那么取耦合项 u= �( ��F( xn ) - G( y n) ) , 当 �� ( - 1/ L + 1, 1) 时, 系统( 1) 和系统( 2)在

D1 �D2 内广义 �- 同步 ��
证明 � 令 en= y n- �( xn)��由( 6) 式,

� � � en+ 1 � = � yn+ 1 - �( xn+ 1) � = ( 1- �) � G( y n) - ��F( xn ) � �
� � � � L( 1- �) � yn - �( xn) � = L ( 1- �) � en � ��

当- 1/ L + 1 < �< 1时, 有 lim
n� �
� y n - �( xn) � = lim

n � �
� en � = 0�� �

类似的, 得到

定理 2 �如果存在同胚映射 �: D1 | � D2 使得( G+ ��F��- 1
) 在 D2 内满足Lipschitz条件,

即 � x � D2, y � D2,

� � � ( G+ ��F��- 1
) ( y ) - ( G + ��F��- 1

) ( x) � � L � y - x � ( 7)

成立, 其中 L 是正常数, 那么取耦合项 u = �( ��F( xn) - G( y n) ) + ( 1- �) ( ��F��- 1
( yn) -

G��( xn) ) , 当 � � (- 1/ L + 1, 1) 时, 系统( 1) 和系统( 2) 在 D1 � D2 内广义 �- 同步��
证明 �令 en = y n - �( xn )�� 由( 7) 式,

� � � en+ 1 � = � yn+ 1 - �( xn+ 1) � =

� � � � ( 1- �) � ( G+ ��F��- 1
) ( yn) - ( G��+ ��F) ( xn ) � =

� � � � ( 1- �) � ( G+ ��F��- 1
) ( yn) - ( G+ ��F��- 1

) ( �( xn) ) � =

� � � � L( 1- �) � yn - �( xn) � = L ( 1- �) � en � ��
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当- 1/ L + 1 < �< 1时, 有 lim
n� �
� y n - �( xn) � = lim

n � �
� en � = 0�� �

推论 1�若 G 和��F��- 1 在 D2 内均满足Lipschitz 条件, 则存在 c < 1, 当 �� ( c, 1) 时,

系统( 1) 和系统( 2) 是广义 �- 同步的��

推论 2�若 G、�、F 和 �- 1 在相应的定义域内都满足 Lipschitz 条件, 则存在 c < 1, 当 ��
( c, 1) 时, 系统( 1) 和系统( 2) 是广义 �- 同步的��

2 �定理的应用

2. 1 � F = G 的情形

例 1�令 F 和G 均是H�non 映射, 这里 F 和 G:

� �
x

y
| �

1+ y - 1. 4x
2

0. 3x
��

用代数方法, 可以找到区域 Q: 四边形 ABCD, 其中 A ( - 1. 33, 0. 42) , B ( 1. 32, 0. 133) ,

C ( 1�245, - 0. 14) , D(- 1. 06, - 0. 5) , 使得 F( Q) � Q�� 类似的, G( Q) � Q�� 令 �= F
n

0 ,

有 �( Q) � Q和��F( Q) � Q�� 按照定理1构造( 2) 式中的 u�� 令 u = �[ ��F( x) - G( y n) ] ,

其中 � � xn =
x 1, n

x 2, n

, yn =
y 1, n

y 2, n

��

因此, � x0 � Q, y0 � Q, 有 G( y0) , ��F( x0) � Q�� 因 Q 是凸集, 我们有 y 1 = ( 1- �) G( y 0)

+ ���F( x0) � Q�� 类似导出 yn � Q�� 因此

� � � yn+ 1 - �( xn+ 1) � = � y n+ 1 - xn+ 1+ n
0
� = ( 1- �) � R( y n - xn+ n

0
) � =

� � � � ( 1- �) � R( yn - �( xn) ) � � ( 1- �) � R � � yn - �( xn) � ,

这里 � � R =
- 1. 4( y1, n + x 1, n+ n

0
) 1

0. 3 0
��

因 Q 有界, 存在常数 L > 0, 使得 � R � � L�� 由定理 1, 当 �� (- 1/ L + 1, 1) 时, 系统( 1) 和

系统( 2) 在 Q � Q 内是广义�- 同步的��
取 x 1, 0, y 1, 0 � (- 1. 06, 1.245) , x 2, 0 � ( 0. 156 182 x1, 0- 0. 334 447, 0. 275 958- 0. 108 302 x 1, 0) ,

y 2, 0 � ( 0. 156 182 y 1, 0 - 0.334 447, 0. 275 958- 0. 108 302 y 1, 0) ( 即使得初值( x 1, 0, x 2, 0) � Q,

( y 1, 0, y 2, 0) � Q) , � � ( 0. 7, 1) 和整数 n0 � [ 0, 10] 在各自范围内随机取值 3 次, 利用

Mathemat ica 4 进行迭代运算并绘图, 得图 1�� 图 1表明当 n � � 时 � yn - xn+ n
0
� � 0��

2. 2 � F � G 的情形
例 2�考虑两个 Lozi 映射 F 和G, 其中

� � F :
x 1, n

x 2, n

| �
1- a1 | x 1, n |+ a2x 2, n

x 1, n

,

� � G:
y 1, n

y 2, n
|�

1 - b1 | y 1, n | + b2y 2, n

y 1, n
,

0 < a2 < 1, 0 < b 2 < 1, a1 > 1+ a2, b1 > 1+ b2�� 重写 F 和 G, 有

� � F : xn | � Sxn + �, G: yn | � Ty n + �,

这里

� � xn =
x 1, n

x 2, n
, yn =

y 1, n

y 2, n
, � =

1

0
,
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� � S =
- a1sgn( x 1, n) a2

1 0
, T =

- b1sgn( y 1, n ) b2

1 0
,

sgn(�) 表示符号函数��

令 �: xn |� Uxn+ �, 其中 U是R
2�2

上的可逆常数矩阵, �= ( I- USU
- 1

)
- 1

(- I- U) ���
把 �( xn) 记为 zn�� 因此,

� � zn+ 1 = Uxn+ 1 + �= USxn + U�+ � = USU
- 1

( zn - �) + U�+ � =

� � � � USU
- 1
zn + ( I - USU

- 1
) �+ U� = USU

- 1
zn - �

和 zn+ 1 = �( xn+ 1) = ��F( xn) = ��F. <- 1
( zn) 1 从而得

  + ( G+ <. F. <
- 1

) ( y n) - ( G+ <. F. <
- 1

) ( zn ) + =

    + ( USU
- 1

+ T) ( yn - zn) + [ + USU
- 1

+ T + + yn - zn + 1 

显然, L = + USU
- 1

+ T + 是有界的1 由定理2, 令耦合项 u = : ( <. F( xn ) - G( yn) ) + ( 1-

: ) ( <. F. <
- 1

( yn) - G. <( xn) ) , 存在: I (- 1/ L + 1, 1) , 使得系统( 1) 和系统( 2) 在 R
2

@ R
2 内

是广义 <- 同步的1 

取 a1 = 1. 7, a2 = 0. 6, b1 = 1. 5, b2 = 0. 4, 初值 x1, 0, y 1, 0, x 2, 0, y 2, 0 I (- 5. 0, 5. 0) 和

: I ( 0. 76, 1) 在各自范围内随机取值 3次, D= ( 0, 0)
T
和 U= I , 利用Mathemat ica 4进行迭代

运算并绘图, 得图 21 图 2表明当 n y ] 时 + y n - xn + y 01 

 图 1  例 1中误差 + y n - x n+ n
0

+   图 2 例 2中误差 + yn -    图 3  例 3中误差 + yn -

随 n 的变化图 x n + 随 n 的变化图 sin2x n + 随 n 的变化图

例 3 考虑帐篷映射 F , 其中

  F: x | y
2x ,    x I [ 0, 1/ 2] ,

2x - 1,   x I [ 1/ 2, 1]

和Logistic 映射 G, 其中 G: y | y 3y ( 1 - y ) , y I [ 0, 1] 1 

令 u = : ( <. F( xn ) - G ( y n) ) + ( 1 - : ) ( <. F . <
- 1

( y n) - G . <( xn ) ) , 其中 <: x | y

sin2
( ( P/ 2) x ) 1 首先证明: P x 0, y 0 I [ 0, 1] , 条件 xn , y n I [ 0, 1] 成立 1 事实上, 由( 1) 式, 显

然 xn I [ 0, 1] 1 众所周知, z n+ 1 = H ( zn ) =
$

<. F. <
- 1

( z n) = 4zn ( 1- zn ) 1 构造一个函数 5 ( y ,

z , : ) = ( 1- : ) G ( y ) + :H ( z ) + ( 1- : ) (H ( y ) - G( z ) ) 1 当( y , z , : ) I [ 0, 1] @[ 0, 1] @[ 4/ 7,

1] 时, 由5 5/ 5y = 5 5 /5z = 5 5/ 5: = 0, 得临界点 �y = �z = 1/ 2, : I [ 4/ 7, 1] 1 代入 5, 有

5( 1/ 2, 1/ 2, : ) = 11 在长方体[ 0, 1] @[ 0, 1] @[ 4/ 7, 1] 的 6个表面上, 通过简单的代数计算,

得 5 ( y , z , : ) I [ 0, 1] 1 由有界闭集上的可微函数性质, 即该函数的最大值和最小值必然在临

界点或边界点达到的性质, 因此 P ( y , z , : ) I [ 0, 1] @ [ 0, 1] @ [ 4/ 7, 1] , 有 5( y , z , : ) I [ 0,

1] 1 把( yn, <( xn ) , : ) I [ 0, 1] @[ 0, 1] @[ 4/ 7, 1] 代入 5 ( y , z , : ) , 得系统( 2) 中的 y n+ 1 I [ 0,

1] 1 从而当 4/ 7 < : < 1 时, P x 0, y 0 I [ 0, 1] 和 P n, 条件 x n, yn I [ 0, 1] 成立1 

因 G、<、F 和 <- 1 在 [ 0, 1] 内都满足 Lipschitz 条件, 由推论 2, 存在常数 L > 0, 当 : I
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(max(- 1/ L + 1, 4/ 7) , 1) , 系统( 1) 和系统( 2) 在[ 0, 1] @ [ 0, 1] 内是广义 <- 同步的1 

对 x 0, y 0 I [ 0, 1] , : I ( 6/ 7, 1) 在各自范围内随机取值3 次, 利用Mathemat ica 4进行迭代

运算并绘图, 得图 31 图 3表明当 n y ] 时 | y n - sin2
x n | y 01 
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G e n e r a l i z e d S y n c h r o n i z a t i o n o f D i s c r e t e S y s t e m s
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,  L I U Z e n g- r o n g
3
,  Z H A N G G an g

4
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Electr on ic Techn ology , Gu ilin Guan xi 541004, P . R . China ;

2. College of Sci ences , Shangha i Univer sity , Shan ghai 200444, P . R . China ;

3. Inst itute of Sy stem Biolo gy , Shan gha i Un iver sity , Shangha i 200444, P . R . Chin a ;
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Abst ra ct : Generalized synchronization of tw o discrete sy stems is discussed. By constructing appro-

priately nonlinear coupling terms, some sufficient conditions for determining the gener alized synchro-

nization between the dr ive and response sy stems w ere der ived. In a po sitive invar iant and bounded

set, many chaotic maps satisfy the sufficient conditions. The effectiveness of the sufficient conditions

is illustr ated by three example s.

Key w ords: generalized synchronization; coupling; discrete system
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