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摘要:  蒸汽沉淀化学反应过程有着极其广泛的应用, 其数学模型归结为一个包含流速场, 温度

场, 压力场和气体溶质场的非线性偏微分方程组1 用混合有限元方法研究蒸汽沉淀化学反应方程

组,导出其半离散化和全离散化的混合元格式, 并证明这些格式的解的存在性和收敛性(误差估

计) 1 用混合元法处理究蒸汽沉淀化学反应方程组, 可以同时求出流速场, 温度场, 压力场和气体

溶质场的数值解. 因此该研究既具有重要的理论意义,又具有广泛的应用前景1 
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引   言

蒸汽沉淀化学反应过程有着极其广泛的应用, 其数学模型归结为一个包含流速场,温度

场,压力场和气体溶质场的非线性偏微分方程组(参见文献[ 1] ) :

  

#̈( Q0u ) = 0,

5 u
5 t + Q0( u# )̈ u = - p̈ + #̈ R+ Tg j ,

R+ tr RI = 2LT E( u ) ,

5T
5 t + c2Qu# T̈ = KT #̈( T̈ ) ,

5C
5t + u# C̈ = DT #̈( C̈) ,

( 1)

其中 u = ( u1, u2) 是速度向量, T 是温度, C 是TMGa的质量级分, p 是压力, LT 是输运气体的

黏性系数, g 是重力加速度, j = (1, 0) , Tg j 项看作为由重力和温度T 引起的自然对流影响,
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  E( u) = ( Eij ) 2@2, Eij =
1
2

5u i
5xj +

5 uj
5x i ,

Q0是气体的密度(是常量) , c2是热吸收率, KT 是输运气体的热传导率, DT 是在输运气体中的

TMGa的扩散系数1 方程组( 1)的初边值条件定为:

  
u(0) = 0, T (0) = C(0) = 0, C | 5 8 = C0,

T | 5 8 = T 0, u | 5 8 = 0, R | 5 8 = 01 
( 2)

据我们所知,虽然过去有过一些用有限差分方法去求方程组( 1)的数值解(参考文献[ 1]及

其当中的参考文献) ,但没有对其理论分析1 本文用混合有限元方法研究蒸汽沉淀化学反应方
程,导出其半离散化和全离散化的混合元格式,并证明这些格式的解的存在性和收敛性(误差

估计) 1 用混合元法处理方程组( 1) , 可以同时求出流速场,温度场, 压力场和气体溶质场的数

值解1 因此该研究既具有重要的理论意义,又具有广泛的应用前景1 在另文将把特征投影分
解与混合元方法结合起来处理蒸汽沉淀化学反应方程1 

1  半离散化的混合有限元解的存在性和收敛性

方程组( 1)的变分形式为:

问题( Ñ)  求 u I L
2
(0, t ; X ) , p I L

2
(0, t ; M) , R I H , T I L

2
(0, t ; W) , C I L

2
(0, t ;

W) 满足

  

b ( q, u) = 0,   Pq I M,

( ut , v) + Q0a( u, u , v) + b( p , v) + ( R, E( v) ) = ( Tg j , v) ,   Pv I X ,

( R, S) + ( tr R, trS) - 2LT ( E( u) , S) = 0,   PS I H ,

( Tt , U) + KT ( T̈ , ¨U) + c2a1( u, T , U) = 0,   PU I W0,

( C t , W) + DT( C̈, ¨W) + a1( u, C, W) = 0,   PW I W0,

u(0) = 0, T (0) = C (0) = 0,

C | 5 8 = C0; T | 5 8 = T 0; u | 5 8 = 0; R | 5 8 = 0,

其中

  X = H
1
0( 8)

2
, V = v I X ; divv = 0 ,

  M = L
2
0( 8) = U I L

2
( 8) ;Q8

Udx = 0 ,

  H = S = ( Sij ) 2@2 I L
2
( 8 ) 2@ 2

; S12 = S21 , W = H
1
( 8 ) ,

  W0 = H
1
0( 8) , b ( q, u) = ( q , divv) ,

  a( u, v, w) = Q8
( u# v̈) wdx = 1

2 Q8 6
2

i, j = 1

ui
5 vj
5xi

w jdx - Q8 6
2

i, j= 1

ui
5w j

5x i
vj dx ,

  a1( u, T , U) = Q8
( u# T̈ ) Udx =

1
2 Q8

6
2

i= 1
ui
5T
5xiUdx - Q8

6
2

i= 1
u i

5U
5x iT dx 1 

由Sobolev空间的性质或泛函分析可知, a(#, #, #) 有下面假设成立( a1(#, #, #) 同样,可

参考文献[ 2]至文献[ 7]等) 1 

(A1) P u I X , divu = 0, P v, w I H
1
( 8)

2
有 a( u , v, v ) = 0和 a( u , v, w) = - a( u, w ,

v)1 
(A2) P u I V, w , v I X 都有

  | a( u , v, w) | [ + u +0, ] +v +0 +¨w +0,

593罗振东    周  艳  杰    朱    江



  | a( u , v, w) | [ +¨u +0 +v +0 +w +0, ] ,

  | a( u , v, w) | [ + u +0 + v̈ +0, ] + w +0,

  | a( u , v, w) | [ + u +0 + v̈ +0 +w +0, ] 1 

(A3) 假定 5 8 I C
k , A
( k \1, A\1) ,则对于T 0, C0 I C

k , A
(5 8) 存在 C

k , A
0 ( R

2
) 中的拓广

(仍记为 T 0, C0) , 使

  +T 0 +k , q [ D, +C0 + k , q [ D,   k \ 1; 1 [ q [ ] ,

其中 D是任意小可以选择的正常数1 
(A4) Fh为�8 的正规三角形剖分(可参见文献[ 3]、文献[ 6]、文献[ 7] 等) , 或者为 �8 的拟一

致四边形剖分(可参见文献[ 6] ) ,H h < H (为分片 m - 1次多项式的函数空间) , Xh < X H

C
0
( �8 ) (至少是分片 m 次多项式的向量函数空间) , Mh < M (为分片 m- 1次多项式的函数空

间) , Wh < W H C
0
( �8 ) (为分片 m 次多项式的函数空间) , W0h = Wh H H

1
0( 8) 为混合有限元

空间,满足 Pvh I Xh 有 E( vh ) I H h,且 X h 和Mh 满足离散的 B.-B.条件:

  sup
<
h

I X
h

b( qh , <h)
+¨<h +0

\ B+qh +0,   P <h I Mh ,

其中, m \1为整数, B与h无关为正的常数 1 满足离散的 B.-B.条件的空间X h和Mh可以取

Bernard-i Raugel元或其他元(构造参照文献[ 6] ,那里给出了很多) 1 
利用 Gronwall引理和迭代法, 类似文献[ 2]的定理 6. 1的证明可证得下面的结论1 
定理 1. 1  设( A1) ~ ( A3)满足,则问题( Ñ)存在唯一的解1 

由正则性知,当5 8 I C
k, A
( k \1, A\1) , T 0, C0 I C

k , A
0 ( R

2
) 时,问题( Ñ) 的解( u, R, T ,

C , p ) I C
k+ 2

(�8 )
2 @ C

k+ 1
( �8 )

2@ 2 @ C
k+ 2
( �8 ) @ C

k+ 2
( �8 ) @ C

k+ 1
( �8 ) 1 

问题( Ñ)的半离散化(即空间变量离散化)的混合有限元格式为:

问题( Ò)  求

  ( uh , ph , Rh , Th , Ch ) I [ H
1
(0, t 1; V ) H L

2
(0, t 1; Xh ) ] @

    L
2
(0, t 1; Mh) @ H (0, t 1;H h) H H

1
(0, t 1; Wh ) @ H

1
(0, t 1; Wh) ,

使得 T h | 5 8 = T 0, Ch | 5 8 = C0, 满足

  

b ( <h, uh ) = 0,   P< I Mh ,

( uth , v) + Q0a( uh , uh, v) - b ( p h, vh) + ( Rh, E( v ) ) = ( T hg j , v ) ,

  P v I Xh ,

( Rh, S) + ( tr Rh, trS) - 2LT ( E( uh) , S) = 0,   P S I Hh ,

( Tht , U) + KT( T̈ h, ¨U) + c2a1( uh, T h , U) = 0,   P U I W0h ,

( Cht , W) + DT ( C̈h, ¨W) + a1( uh , Ch, W) = 0,   PW I W0h,

uh (0) = 0, T h(0) = Ch(0) = 0,

C | 5 8 = C0, T | 5 8 = T 0, u | 5 8 = 0, R | 5 8 = 0,

其中 T h | 5 8 = T 0和 Ch | 5 8 = C0表示满足(A3) 的 T 0, C0在 �8 上的插值在 5 8 上的结点满足
此式1 令

  Vh = <h I X h; b( qh, <h ) = 0, Pqh I Mh 1 
注意:在一般情况下, Vh ¤V1 

利用 Gronwall引理, 类似文献[ 2]的定理 6. 2至定理 6. 3可证得下面的两结论1 

定理 1. 2  设(A1) ~ (A4)满足, 则问题( Ò)存在唯一的解 ( uh, p h, Rh, T h, Ch) I [ H
1
(0,
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t 1; V ) H L
2
(0, t 1; Xh ) ] @ L

2
(0, t 1; Mh) @ H (0, t 1; Hh) H H

1
(0, t 1; Wh) @ H

1
(0, t 1; Wh ) , 而且

+¨uh +L
2
( L

2
) , +T h +L

2
( L

2
) , + T̈h +L

2
( L

2
) , +Ch +L

2
(L

2
) , + C̈h +L

2
(L

2
) , + Rh +L

2
( L

2
) 都有界

记为 c1 

定理 1. 3  设 ( A1 ) ~ ( A4 ) 满足, 而且问题 ( Ò) 的解 u I L
2
( 0, t1; H

m+ 1
( 8) 2

) H

W
1, ]

( 8) 2
; p I L

2
(0, t 1;H

m
( 8 ) ) ; R I L

2
(0, t 1; H

m
( 8) 2@ 2

) ; T , C I L
2
(0, t 1; H

m
( 8) ) H

L
2
(0, t 1; W

1, ]
( 8 ) ) , 则有下面的误差估计

+ R- Rh +L
2
(L

2
) + +p - ph +L

2
( L

2
) + + (̈ C - Ch ) +L

2
( L

2
) + + (̈ u- uh) +L

2
(L

2
) +

  + (̈ T - T h) +L
2
( L

2
) [ ch

m
( +T +L

2
(H

m+ 1
) +

  +C +L2(Hm+ 1) + +u +L2(Hm+ 1) + +p +L2(H m) + + R+L2(Hm) ) 1 

2  全离散化的混合有限元解的存在性及其误差分析

下面对时间用差分离散而对空间用有限元离散1 设 L 为正整数, k = t 1/ L 为时间步长,

  t
( n)

= nk , ( u
n
h , p

n
h, R

n
h , T

n
h, C

n
h) I Xh @ Mh @ Hh @ Wh @ Wh

为对应于

  ( u( t
n
) , p ( t

n
) , R( t

n
) , T ( t

n
) , C ( t

n
) ) S ( u

n
, p

n
, R

n
, T

n
, C

n
)   (0 [ n [ L)

的混合有限元逼近1 则问题( Ò)的全离散化有限元解可描述为:

问题( Ó)  求 ( u
n
h, p

n
h, R

n
h, T

n
h , C

n
h) I Xh @ Mh @ H h @ Wh @ Wh 使得u

0
h = 0, T

0
h = C

0
h =

0, 满足

  

b ( <h, u
n
h ) = 0,   P< I Mh ,

( uh
n
, vh ) + kc1a( u

n- 1
h , u

n
h, vh) - kb ( p

n
h, vh) + k ( Rnh , E( vh ) ) =

  k ( T
n
hg j , vh ) + ( u

n- 1
h , vh) ,   Pvh I Xh ,

( Rnh, Sh) + ( trRnh , trSh ) - 2LT( E( u
n
h) , Sh) = 0,   P Sh I Hh ,

( T
n
h , Uh) + kKT( T̈

n
h , ¨Uh) + kc2a1( u

n- 1
h , T

n
h , Uh) = ( T

n- 1
h , Uh) ,

  PUh I W0h,

( C
n
h, Wn ) + kDT ( C̈

n
h , ¨Wn) + ka1( u

n- 1
h , C

n
h, Wh ) = ( C

n- 1
h , Uh) ,

  PWh I W0h1 
讨论问题( Ó)的解的存在性和收敛性还要用到下两引理(参见文献[ 5]和文献[ 6]等) 1 

引理 2. 1  若 an 、 bn 、 cn 是正数列, cn 是单调递增列而且满足

  an + bn [ cn + �K 6
n- 1

j= 0

aj ,   n \ 1,�K\ 0; a0+ b0 [ c0,

则 an + bn [ cn exp(�Kn) , n \ 01 
引理 2. 2  存在 Qh: H y H h,使得 P R I H 满足

  ( R- QhR, Sh ) + ( tr( R- QhR) , trSh) = 0,   P Sh I Hh ,

且当 R I W
r , q
( 8 )

2@ 2
(1 [ q [ ] ) 时,有

  + R - QhR+- s, q [ ch
r+ s + R+ r , q ,   - 1 [ s [ m, 1 [ r [ m1 

定理 2. 1  设(A1) ~ (A4)满足, 而且 ( u
n- 1
h , T

n- 1
h , C

n- 1
h ) I X h @ Wh @ Wh 满足T

n- 1
h | 5 8 =

T
n- 1
0 , C

n- 1
h | 5 8 = C

n- 1
0 (1 [ n [ L ) ,则问题( Ó) 存在唯一的( u

n
h, p

n
h, R

n
h, T

n
h, C

n
h) I Xh @ Mh

@ H h @ Wh @ Wh, T
n
h| 5 8 = T

n
0, C

n
h | 5 8 = C

n
0而且有
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  + Rnh +0, + u
n
h +0, + ü

n
h +0, +T

n
h +0, + T̈

n
h +0, +C

n
h +0, + C̈

n
h +0 [ �M 1 

证明  对给定的 ( u
n- 1
h , T

n- 1
h , C

n- 1
h ) I X h @ Wh @ Wh, 利用标准的有限元法(参见文献[ 6]、

文献[ 7] ) 容易证明问题( Ó) 的最后两式存在唯一解 T
n
h I Wh , T

n
h | 5 8 = T

n
0和 C

n
h I Wh, C

n
h | 5 8

= C
n
01 再将已知的 u

n- 1
h , T

n
h 代入问题( Ó)的第 2式, 并令

  A ( 5h, 7h) =
1
k
( u

n
h, vh ) + c1a( u

n- 1
h , u

n
h, vh ) + ( Rnh , E( vh ) ) + ( Rnh, Sh) +

    ( t rRnh , trSh) - 2LT ( E( u
n
h) , Sh ) ,

  5h = ( u
n
h , R

n
h ) , 7h = ( vh , Sh) ; b( <h , 5h) = b ( <h, u

n
h ) ,

  F( 7 h) = ( T
n
hg j , vh) +

1
k
( u

n- 1
h , vh) , Z = u ; b( u, p ) = 0, Pp I M ,

则问题( Ó)前 3个式子可表示为

  
A ( 5h , 7h ) - b( ph , 7h ) = F ( 7h ) ,   P 7h I Xh @ H h,

b ( <h, 5 h) = 0,   P 5h I Mh1 
( Ó)c

则

  A ( 5h, 5h) =
1
k

+u
n
h +2

0+ + Rnh +2
0+ +trRnh +2

0 \A+ 5h +2
0,   P 5h I X h @ Hh ,

其中 A= min k
- 1
, 1 , + 5h +2

0 = + u
n
h +2

0+ + Rnh +2
0,所以 A(#, #) 在 Z @ H 中正定,同时已

知 b (#, #) 满足离散的 B.-B条件,根据混合有限元方法的理论(可参见文献[ 6] ) 知,问题( Ó)c
存在唯一的( u

n
h, R

n
h , p

n
h) I X h @ H h @ Mh1 于是,问题( Ó)存在唯一的解1 与文献[ 10]的定理

3. 1同理可证明得有界性1 定理 2. 1证毕1 
下面对全离散化的混合有限元解进行误差分析1 

令5
-

tu
n
= ( u

n
- u

n- 1
) / k, 则问题( Ó)可写成如下形式:

  

b ( <h, u
n
h ) = 0,   P<h I Mh ,

(5
-

tu
n
h , vh ) + c1a ( u

n- 1
h , u

n
h , vh) - b ( p

n
h, vh) + ( Rnh , E( vh) ) = ( T

n
hg j , vh ) ,

  Pvh I Xh ,

( Rnh, Sh) + ( trRnh , trSh ) - 2LT( E( u
n
h) , Sh) = 0,   P Sh I Hh ,

(5
-

tT
n
h , Uh ) + KT ( T̈

n
h , ¨Uh) + c2a1( u

n- 1
h , T

n
h , Uh ) = 0,   PUh I W0h,

(5
-

tC
n
h, Wn ) + DT( C̈

n
h , ¨Wn ) + a1( u

n- 1
h , C

n
h, Wh) = 0,   P Wh I W0h1 

( Ó) *

在问题( Ò)中取 v = vh, S= Sh , U= Uh, W= Wh , < = <h 并与问题( Ó) * 对应相减可得

  

b ( <h, u
n
- u

n
h ) = 0,   P <h I Mh ,

( ut
n
- 5

-

tu
n
h, vh ) + c1a( u

n
, u

n
, vh) - c1a( u

n- 1
h , u

n
h, vh) -

  b ( p
n
- p

n
h, vh ) + ( Rn - Rnh, E( vh) ) = ( ( T

n
- T

n
h ) g j , vh ) ,   P vh I X h,

( Rn- Rnh , Sh ) + ( tr( Rn - Rnh) , t rSh) - 2LT ( E( u
n
- u

n
h) , Sh ) = 0,   PSh I Hh,

( Tt
n
- 5

-

tT
n
h , Uh) + KT( (̈ T n - T

n
h ) , ¨Uh ) + c2a1( u

n
, T

n
, Uh ) -

  c2a1( u
n- 1
h , T

n
h , Uh) = 0,   P Uh I W0h ,

( C t
n
- 5

-

tC
n
h, Wn ) + DT ( (̈ C

n
- C

n
h) , ¨Wn) +

  a1( u
n
, C

n
, Wh) - a1( u

n- 1
h , C

n
h, Wh) = 0,   PWh I W0h1 

( 3)
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定理 2. 2  设(A1) ~ (A4)满足, 则当 u I W
2, ]

(0, t 1; L
2
( 8) 2

) H W
1, ]

(0, t 1; H
m
( 8 ) 2

) H

L
]
(0, t 1;H

m+ 1
( 8 ) 2

) , p I L
]
(0, t 1; H

m
( 8) 2

) , R I L
]
(0, t1; H

m
( 8) 2@ 2

) , T , C I W
2, ]

(0, t 1;

L
2
( 8) ) H W

1, ]
(0, t 1;H

m
( 8 ) ) H L

]
(0, t 1; H

m+ 1
( 8) ) 时,有下面的误差估计

  

+ u
n
- u

n
h +0 + k

1/ 2 6
n

i= 1
+ (̈ u

i
- u

i
h ) +0 [ c( h

m
+ k) ,

+T
n
- T

n
h +0+ k

1/ 2 6
n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h) +0 [ c( h

m
+ k ) ,

+ C
n
- C

n
h +0+ k

1/ 2 6
n

i= 0

+ (̈ C
i
- Ch

i
) +0 [ C( h

m
+ k ) ,

max
1 [ i [ n

+ R
i
- R

i
h +0+ +p n - p

n
h +0 [ C( h

m
+ k ) ,

( 4)

其中 c 是与h 和 k 无关,与( u , R, T , C , p ) 有关的常数1 
证明  由HÊ lder不等式有

| a( u
n
, u

n
, vh ) - a( u

n- 1
h , u

n
h, vh) | = | a( u

n
, u

n
, vh ) - a( u

n- 1
, u

n
, vh ) +

  a( u
n- 1
, u

n
, vh) - a( u

n- 1
h , u

n
, vh ) + a( u

n- 1
h , u

n
, vh) - a( u

n- 1
h , u

n
h , vh) | [

  | a( u
n
- u

n- 1
, u

n
, vh ) | + | a ( u

n- 1
- u

n- 1
h , u

n
, vh ) | + | a( u

n- 1
h , u

n
- u

n
h , vh) | [

  ( c +u
n- 1

- u
n- 1
h +0+ ck + ü

n
t +0+ �M + (̈ un - u

n
h ) +0) + v̈h +01 ( 5)

特别地, 当 vh = Rhu
n
- u

n
h = Nn ( Rh是 Ritz投影, 参见文献[ 2]的引理5. 5)时, 由HÊ lder不等式

和Cauchy不等式有

| a( u
n
, u

n
, Nn) - a( u

n- 1
h , u

n
h , N

n
) | = | a( u

n
, u

n
, Nn ) - a( u

n- 1
, u

n
, Nn) +

  a( u
n- 1
, u

n
, Nn ) - a( u

n- 1
h , u

n
, Nn) + a( u

n- 1
h , u

n
, Nn) - a ( u

n- 1
h , u

n
h , N

n
) | [

  | a( u
n
- u

n- 1
, u

n
, Rhu

n
- u

n
h ) | + | a( u

n- 1
h , u

n
- u

n
h, Rhu

n
- u

n
+ u

n
- u

n
h) | +

  | a( u
n- 1

- u
n- 1
h , u

n
, Rhu

n
- u

n
+ u

n
- u

n
h ) | [

  H0 + (̈ un - u
n
h ) +2

0+ c + u
n- 1

- u
n- 1
h +2

0+

  ck
2 +¨u

n
t +2

0+ c + (̈ u
n
- Rhu

n
) +2

0, ( 6)

其中 H0是可以任意选取的小正常数1 由

  ( Rn - Rnh, Sh ) + ( tr( Rn - Rnh) , trSh) - 2LT ( E( u
n
- u

n
h) , Sh ) = 0

及算子 Rh 的性质(参见文献[ 2] 的引理5. 5) ,取 Sh = E( u
n
- u

n
h) , 并由Korn不等式可得

+ (̈ Rhu
n
- u

n
h) +2

0 [ 2cLT +E( Rhu
n
- u

n
h ) +2

0 [

  c + Rn - Rnh +0 + (̈ Rhu
n
- u

n
h) +2

0, ( 7)

所以由 Qh 的性质有

+ (̈ Rhu
n
- u

n
h) +0 [ c + R

n
- R

n
h +0 [ ch

m + R
n +m + c +QhR

n
- R

n
h +01 ( 8)

由于 Qhu
n
t , 5

-

tu
n
h I Vh( Qh是文献[ 2] 中的引理6. 2中的L

2投影) , 则由文献[ 2]中的引理 6. 2和

引理 5. 3及HÊ lder不等式有

  + u
n
t - 5

-

tu
n
h +- 1 [ + u

n
t - Qhu

n
t +- 1+ +Qhu

n
t - 5

-

tu
n
h +- 1 [

    + u
n
t - Qhu

n
t +- 1+ sup

v I V
( Qhu

n
t - 5

-

tu
n
h , v) / +¨v +0 [

    + u
n
t - Qhu

n
t +- 1+ sup

v I V
( Qhu

n
t - 5

-

tu
n
h , Qhv ) / + v̈ +0 [

    + u
n
t - Qhu

n
t +- 1+ sup

v I V
( u

n
t - 5

-

tu
n
h , Qhv) / +¨v +0 [
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    + u
n
t - Qhu

n
t +- 1+ sup

v I V
[- c1a( u

n
, u

n
, Qhv ) + c1a( u

n- 1
h , u

n
h, Qhv) +

    b ( p
n
- Php

n
, Qhv) + b (Php

n
- p

n
h, Qhv) - ( Rn- Rnh , E( Qhv) ) +

    ( ( T n
- T

n
h ) g j , Qhv) ] / + v̈ +0 [

    c( h
m
+ k ) + c( + (̈ u

n
- u

n
h) +0+ + u

n- 1
- u

n- 1
h +0+

    + Rn - Rnh +0+ +T n
- T

n
h +0) , ( 9)

其中 Pn 为文献[ 2] 中的 L
2
投影1 由离散的 B.-B.条件,有

  +p
n
- p

n
h +0 [ +p n - Ph p

n +0+ +Ph p
n
- p

n
h +0 [

    +p
n
- Ph p

n +0+ B- 1 sup
v
h

I V
h

b( Ph p
n
- p

n
h, vh ) / + v̈h +0 [

    C +p n- Ph p
n +0+ B

- 1
sup
v
h

I V
h

b( p
n
- p

n
h , vh) / + v̈h +01 ( 10)

由问题( 3)式和HÊ lder不等式有

  b ( p
n
- p

n
h, vh) = ( u

n
t - 5

-

tu
n
h , vh) + c1a( u

n
, u

n
, vh) - c1a( u

n- 1
h , u

n
h , vh) +

    ( Rn - Rnh , E( vh ) ) - ( ( T
n
- T

n
h ) g j , vh ) [

    [ c( hm + k) + c( + (̈ u
n
- u

n
h) +0+ +u

n- 1
- u

n- 1
h +0 +

    +T
n
- T

n
h +0+ + Rn - Rnh +0) ] +¨vh +01 ( 11)

把( 11)式代入到( 10)式可得

  +p
n
- p

n
h +0 [ c( h

m
+ k + + (̈ u

n
- u

n
h ) +0+ + u

n- 1
- u

n- 1
h +0+

    +T
n
- T

n
h +0+ + Rn - Rnh +0) 1 ( 12)

由于 Nn = Rhu
n
- u

n
h ,根据问题( Ó) *

, 引理 2. 2,文献[ 2] 中的引理 5. 4和引理 5. 5,并在问题

( Ò) 中取 v = Nn 有

  (5
-

tN
n
, Nn ) +

1
2LT

[ +QhR
n
- Rnh +2

0+ + tr( QhR
n
- Rnh) +2

0] =

    (5
-

tRhu
n
, Nn ) - (5

-

tu
n
h, N

n
) + ( E( un - u

n
h ) , QhR

n
- Rnh ) =

    (5
-

tRhu
n
, Nn ) + c1a( u

n- 1
h , u

n
h, N

n
) - b( p

n
h, N

n
) +

    ( E( un - u
n
h ) , QhR

n
- Rnh ) + ( Rnh , E( N

n
) ) - ( T

n
h g j , Nn) =

    (5
-

tRhu
n
- u

n
t , N

n
) + c1a( u

n- 1
h , u

n
h , N

n
) - c1a( u

n
, u

n
, N

n
) +

    ( Rnh - R
n
, E( N

n
) ) + ( E( u

n
- u

n
h) , QhR

n
- R

n
h) - ( ( T

n
h - T

n
) g j , N

n
) -

    b ( p
n
h - p

n
, Rhu

n
- u

n
) - b (Php

n
- p

n
, u

n
- u

n
h )1 ( 13)

注意到

  ( Rnh - Rn, E( Nn) ) + ( E( un - u
n
h ) , QhR

n
- Rnh ) =

    - ( Rn - Rnh , E( Rhu
n
- u

n
h) ) + ( E( un - u

n
h ) , QhR

n
- Rnh ) =

    - ( R
n
- QhR

n
, E( Rhu

n
- u

n
h) ) - ( QhR

n
- R

n
h , E( Rhu

n
- u

n
h ) ) +

    ( E( un - Rhu
n
) , QhR

n
- Rnh ) + ( E( Rhu

n
- u

n
h) , QhR

n
- Rnh ) =

    ( QhR
n
- Rn, E( Rhu

n
- u

n
h) ) + ( E( un- Rhu

n
) , QhR

n
- Rnh )1 ( 14)

所以将( 14)式代入( 13)式得

  (5
-

tN
n
, Nn ) +

1
2LT

[ +QhR
n
- Rnh +2

0+ + tr( QhR
n
- Rnh) +2

0] =

    (5
-

tRhu
n
- u

n
t , N

n
) + c1a( u

n- 1
h , u

n
h , N

n
) - c1a( u

n
, u

n
, Nn) -
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    ( ( T n
h - T

n
) g j , Nn ) - b( p

n
h - p

n
, Rhu

n
- u

n
) - b( Php

n
- p

n
, u

n
- u

n
h) +

    ( QhR
n
- Rn, E( Rhu

n
- u

n
h) ) + ( E( un- Rhu

n
) , QhR

n
- Rnh )1 ( 15)

又由于

  k
- 1Q$t

( n) ( s - t
n- 1

) uttds = k
- 1Q

t
n

t
n- 1 sutt ( s) ds - k

- 1Q
t
n

t
n- 1 t

n- 1
utt ( s)ds =

    k
- 1
[ sut ( s ) - u ( s) ]

t
n

t
n- 1
- k

- 1
t
n- 1

ut ( s )
t
n

t
n- 1 =

    k
- 1
t
n
ut ( t

n
) - k

- 1
( u( t

n
) - u ( t

n- 1
) ) - k

- 1
t
n- 1

ut ( t
n
) + k

- 1
t
n- 1

ut ( t
n- 1
) =

    k
- 1
( t

n
- t

n- 1
) ut ( t

n
) - k

- 1
( u( t

n
) - u( t

n- 1
) = ut ( t

n
) - 5

-

t u
n
,

所以

  +5
-

tRhu
n
- u

n
t +0 [ +5

-

t Rhu
n
- 5 tun +0+ +5 tun - u

n
t +0 =

    k
- 1 +Q$t

( n) ( Rhut - ut )ds +0+ k
- 1 +Q$t

( n) ( s - t
n- 1

) uttds +0 [

    C ( h
m + ut +L

]
( H

m
) + k +utt +L

]
( L

2
) ) [ C ( h

m
+ k )1 ( 16)

利用 ( a - b ) a = [ a
2
- b

2
+ ( a - b)

2
] / 2, 由( 6)式、( 8)式、( 15)式至( 16)式,HÊ lder不等式和

Cauchy 不等式有

  1
2k
( +Nn +2

0- +Nn- 1 +2
0+ +Nn - Nn- 1 +2

0) +
1

2LT
+QhR

n
- Rnh +2

0 [

   c( + (̈ u
n
- Rhu

n
) +2

0+ +5
-

t Rhu
n
- u

n
t +2

0 + +Php
n
- p

n +2
0) + H+p nh - p

n +2
0+

    c +Nn +2
0+ cH+T n

h - T
n +2

0+ H+QhR
n
- Rnh +2

0+ c +QhR
n
- Rn +2

0+

    | c1a( u
n- 1
h , u

n
h, N

n
) - c1a( u

n
, u

n
, Nn) | + cH+ (̈ u

n
- u

n
h ) +2

0 [

    c( h
2m
+ k

2
) + c +N

n +2
0+ cH+T

n
h - T

n +2
0+

    c +Nn- 1 +2
0+ cH+QhR

n
- Rnh +2

01 ( 17)

于是,当 LTH [ 1/ 4时,有

  +N
n +2

0 +
k

2LT
+QhR

n
- R

n
h +2

0 [ +N
n- 1 +2

0+ ck +N
n +2

0+ C( h
2m
+ k

2
) +

    cHk +T
n
h - T

n +2
0+ ck +Nn- 1 +2

01 ( 18)

上式两边从1到 n 作和而且注意到N0
= 0、u0

= 0、uh
0
= 0可得

  +Nn +2
0 +

k
4LT

6
n

i = 1
+QRih - Rih +2

0 [ ckn ( h
2m
+ k

2
) + ck 6

n

i= 1
+Ni +2

0+

    ckH6
n

i= 1
+T i

h - T
i +2

0+ ck 6
n- 1

i= 1
+Ni +2

0, ( 19)

则当 ck [ 1/ 2时, 由上式可得

  +N
n +2

0 +
k

2LT
6
n

i = 1
+QhR

i
- Rh

i +2
0 [

    ckn( h
2m
+ k

2
) + ck 6

n

i= 1
+N

i +2
0+ ckH6

n

i = 1
+T

i
h - T

i +2
01 ( 20)

在引理2. 1中取

  an = +Nn +2
0, bn =

k
2LT

6
n

i= 1

+QhR
i
- Rih +2

0,
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  K= ck , cn = ckn( h
2m
+ k

2
) + ckH6

n

i= 1

+T i
h - T

i +2
0  ( n = 1, 2, ,)1 

显然有 a0+ b0 = c01 由引理 2. 1得

  +Nn +2
0 +

k
2LT

6
n

i = 1

+QhR
i
- Rh

i +2
0 [

    [ ckn( h2m
+ k

2
) + ckH6

n

i= 1

+T
i
h- T

i +2
0] exp( ckn) 1 ( 21)

从而由引理2. 2和文献[ 2]中的引理 5. 5得到

  + u
n
- u

n
h +2

0+
k

2LT
6
n

i= 1

+ Ri - Rih +2
0 [

    + u
n
- Rhu

n +2
0 + +Nn +2

0+
k
LT
6
n

i= 1

( + Ri - QhR
i +2

0+ +QhR
i
- Rih +2

0) [

    ckn( h
2m
+ k

2
) + ckH6

n

i= 1

+T
i
h - T

i +2
01 ( 22)

取 Gn = rhT
n
- T

n
h , 有

  | a1( u
n
, T

n
, Gn ) - a1( u

n- 1
h , T

n
h , G

n
) | =

    | a1( u
n
, T

n
, Gn ) - a1( u

n- 1
, T

n
, Gn) + a1( u

n- 1
, T

n
, Gn) - a1( u

n- 1
h , T

n
, Gn ) +

    a1( u
n- 1
h , T

n
, G

n
) - a1( u

n- 1
h , T

n
h , G

n
) | [

    | a1( u
n- 1
h , T

n
- T

n
h , rhT

n
- T

n
) |+ | a1( u

n
- u

n- 1
, T

n
, rhT

n
- T

n
h ) | +

    | a1( u
n- 1

- u
n- 1
h , T

n
, rhT

n
- T

n
h ) | [

    H+ (̈ T
n
- T

n
h ) +2

0+ C + (̈ rhT
n
- T

n
) +2

0+

    H+u
n- 1

- u
n- 1
h +2

0 + H+ u
n
- u

n- 1 +2
0+ c+r hT

n
- T

n
h +2

0 [

    C ( h
2m
+ k

2
) + H+ (̈ T

n
- T

n
h ) +2

0+ c +rh T
n
- T

n
h +2

0+

    H+u
n- 1

- u
n- 1
h +2

01 ( 23)

又由于

  +5
-

t rhT
n
- T

n
t +0 [ +5

-

trhT
n
- 5

-

tT
n +0 + +5

-

tT
n
- T

n
t +0 =

    + k
- 1Q$t

( n) ( rhT t - T t )ds +0+ +k
- 1Q$t

( n) ( s - t
n- 1

) T ttds +0 [

    C ( h
m +T t +L

]
( H

m
) + k +T tt +L

]
( L

2
) ) [ C ( h

m
+ k) , ( 24)

所以

  (5
-

tG
n
, Gn) + KT( (̈ T

n
- T

n
h ) , (̈ T

n
- T

n
h ) ) = (5

-

trhT
n
- 5

-

tT
n
h , G

n
) +

    ( (̈ T
n
- T

n
h ) , (̈ T

n
- T

n
h ) ) =

    (5
-

trhT
n
, Gn) + KT( (̈ T

n
- T

n
h ) , (̈ T

n
- T

n
h ) ) +

    KT ( T̈
n
h , ¨Gn ) + c2a1( u

n- 1
h , T

n
h , G

n
) =

    (5
-

trhT
n
, Gn) + KT ( (̈ T

n
- T

n
h ) , (̈ T

n
- T

n
h ) ) +

    KT ( (̈ T
n
h - T

n
) , ¨Gn) + c2a1( u

n- 1
h , T

n
h , G

n
) - c2a1( u

n
, T

n
, G

n
) +

    KT ( T̈
n
, ¨Gn ) + c2a1( u

n
, T

n
, Gn) =

    (5
-

trhT
n
- T

n
t , G

n
) + KT( (̈ T

n
- rhT

n
) , (̈ T

n
- rhT

n
) ) +

    c2a1( u
n- 1
h , T

n
h , G

n
) - c2a1( u

n
, T

n
, Gn) 1 ( 25)
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再利用 ( a- b ) a = [ a
2
- b

2
+ ( a - b )

2
] / 2, 由( 24)式、( 25)式,HÊ lder不等式和 Cauchy不等式

有

  1
2k
( + Gn +2

0 - + Gn- 1 +2
0+ +Gn - Gn- 1 +2

0) + KT( (̈ T
n
- T

n
h ) , (̈ T

n
- T

n
h ) ) [

    c( h
2m
+ k

2
) + H+ (̈ T

n
- T

n
h ) +2

0+ c +r hT n
- T

n
h +2

0+

    H+u
n- 1

- u
n- 1
h +2

0, ( 26)

其中 H [ KT / 21 对上式从 1到 n作和得

  + Gn +2
0+ kKT 6

n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h ) +2

0 [ ckn( h
2m
+ k

2
) +

    ck 6
n

i= 0

+Gi +2
0+ ckH6

n- 1

i = 0

+u
i
- u

i
h +2

01 ( 27)

在引理 2. 1中,取 an = + Gn +2
0, K= ck, bn = kKT 6

n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h) +2

0, cn = ckn( h
2m
+ k

2
) +

ckH6
n

i= 0

+ u
i
- u

i
h +2

0( n = 1, 2, ,) 1 显然有 a0+ b0 = c0, 从而由引理 2. 1有

  + G
n +2

0+ kKT 6
n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h ) +2

0 [ c( h
2m
+ k

2
) + ckH6

n- 1

i= 0
+ u

i
- u

i
h +2

01 ( 28)

由上式和文献[ 2]中的引理 5. 4可得

  +T
n
- T

n
h +2

0+ kKT 6
n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h) +2

0 [ +T
n
- rhT

n +2
0+ + G

n +2
0+

    kKT 6
n

i= 0

+ (̈ T
i
- T

i
h) +2

0 [ c( h
2m
+ k

2
) + ckH6

n- 1

i= 0

+ u
i
- u

i
h +2

01 ( 29)

将( 22)式代入( 29)式得

  +T
n
- T

n
h +2

0+ kKT 6
n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h ) +2

0 [ c( h
2m
+ k

2
) +

    ck
2H2 6

n

j= 1
6
j- 1

i= 1

+T
i
- T

i
h +2

0 [ c( h
2m
+ k

2
) + cnk

2H2 6
n

i= 0

+T i
- T

i
h +2

01 ( 30)

在引理2. 1中,取 an = +T n
- T

n
h +2

0, bn = kKT 6
n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h ) +2

0, K= cnk
2
H

2
, cn = c( h

2m

+ k
2
)1 显然有 a0 = b0 = c0 = 0, 从而又引理 2. 1可得

  +T
n
- T

n
h +2

0+ kKT 6
n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h) +2

0 [ c( h
2m
+ k

2
) exp( cnk

2
H

2
) 1 ( 31)

由此可得

  +T
n
- T

n
h +0+ k

1/ 2 6
n

i= 0
+ (̈ T

i
- T

i
h ) +0 [ c( h

m
+ k )1 ( 32)

把( 32)式代入( 29)式得

  + u
n
- u

n
h +0+ k

1/ 2 6
n

i= 1

+ Ri - Rih +0 [ c( h
m
+ k )1 ( 33)

与( 32)式同理可以得到

  +C
n
- C

n
h +0 + k

1/ 2 6
n

i= 0

+ (̈ C
i
- C

i
h ) +0 [ C( h

m
+ k )1 ( 34)

由( 8)式和( 33)式,并用文献[ 2]中的引理 2. 4可得
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  + u
n
- u

n
h +0+ k

1/ 2 6
n

i= 1

+ (̈ u
i
- u

i
h ) +0 [ c( h

m
+ k ) 1 ( 35)

由( 33)式有

  max
1 [ i [ n

+ Ri - Rih +0 [ c( h
m
+ k )1 ( 36)

于是由( 32)式、( 33)式、( 36)式、( 8)式和( 12)式可得

  +p
n
- p

n
h +0 [ C ( h

m
+ k) , ( 37)

即得定理 2. 2的结论1 定理 2. 2证毕1 
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Research of Discrete Formulation of Mixed Finite

Element Methods for the Vapor Deposition

Chemical Reaction Equations
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Abstract: The vapor deposition chemical reaction processes, which are of extremely extensive appl-i

cations, can be classified as a mathematical model by the following governing nonlinear partial differ-

ential equations containing velocity vector, temperature field, pressure field, and gas mass field. The

mixed finite element (MFE) method is employed to study the system of equations for the vapor depo-

sition chemical reaction processes. The semidiscrete and fully discrete MFE formulations are derived.

And the existence and convergence ( error estimate) of the semidiscrete and fully discrete MFE solu-

tions are demonstrated. By employing MFE method to treat the system of equations for the vapor de-

position chemical reaction processes, the numerical solutions of the velocity vector, the temperature

field, the pressure field, and the gas mass field can be found out simultaneously. Thus, these re-

searches are not only of important theoretical meaning, but also of extremely extensive applied vistas.

Key words: vapor deposition chemical reaction equation; the mixed finite element method; semidis-

crete formulation; fully discrete formulation
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