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耦合非线性 Klein-Gordon方程组的整体解
X
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(李继彬推荐)

摘要 :  研究二维空间中一类耦合非线性 Klein-Gordon 方程组的整体解1 首先 ,通过构造交叉强制

变分问题且建立发展流的交叉不变流形,得到了该方程组解爆破和整体存在的一个最佳条件1 然

后利用尺度变换讨论证明了当初值为多小时,该方程组的整体解存在1 
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引   言

考虑二维空间中耦合非线性Klein-Gordon方程组的柯西问题

  
u tt - $u + a1u = ( b11 | u |

2
+ b12 | v |

2
) u,   t > 0, x I R

2
,

vtt - $v + a2v = ( b 21 | u |
2
+ b22 | v |

2
) v,   t > 0, x I R

2
,

( 1)

  
u(0, x ) = u0( x ) , ut (0, x ) = u1( x ) ,   x I R

2
,

v(0, x ) = v0( x ) , v t (0, x ) = v1( x ) ,   x I R
21 

( 2)

其中 ( u , v ) 是关于( t , x ) I R
+ @ R

2的实值函数对, aj > 0和 bjk > 0( j , k = 1, 2) 是实参数 1 

方程组(1) 描述了质量分别为 a1和 a2的两个场的相互作用1 对于耦合Klein-Gordon方程组整

体解的研究,已有了一些工作(见文献[ 1]至文献[ 5]和文献[ 8]至文献[ 12] ) 1 在文献[ 1]中,

Guo和 Yuan研究了二维空间中的 Klein-Gordon-Zakharov 方程,用所谓的连续方法及精妙的先验

估计式,在没有柯西初值充分小的假设下, 证明了该方程 Cauchy 问题整体光滑解的存在唯一

性1 Bachelot[ 2]和Georgiev[ 4]通过改进 Klainerman[ 8]引入的零条件技术, 分别证明了两类在物理

上具有重要意义的系统 Dirac-Klein-Gordon系统和Maxwel-l Dirac系统整体解的存在性结果(也

可参见文献[ 3] ) 1 关于方程组( 1)的研究,已有了部分结果(见 Zhang[ 6] ) 1 

本文研究方程组( 1)的整体解1 我们将构造一类交叉强制变分问题, 并研究它的性质,然

后将它应用于Klein-Gordon方程组( 1) 1 利用由柯西问题( 1)式和( 2)式生成的交叉不变流形,

我们得到了 Cauchy 问题( 1)式和( 2)式解爆破和整体存在的一个最佳条件1 此外, 利用这个最
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佳条件,我们还得到了柯西问题( 1)式和( 2)式整体解存在的另一个充分条件1 这个充分条件

回答了当初值为多小时, 柯西问题( 1)式和( 2)式的整体解存在这个问题1 

本文,为了简便,我们用Q#dx 表示QR
2#dx1 

1  预备知识和交叉强制变分问题

根据Segal
[ 7]
中的古典半群方法(也可见 Georgiev

[ 3]
) , 可得到柯西问题( 1)式和( 2)式的局

部适定性结论1 

命题 1  令 ( u0, v 0, u1, v1) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) @ L

2
( R

2
) @ L

2
( R

2
)1 则对某一 T I (0,

] ) ,柯西问题(1) 式和(2) 式在最大时间区间[ 0, T ) 上存在唯一解( u( t , x ) , v ( t , x ) ) 使得( u, v )

I C( [ 0, T ) ;H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ) ,或者 T = ] ,或者 T < ] 且lim

t y T
( +u +H

1
(R

2
) + +v +H

1
(R

2
)) =

] 1 此外,对 P t I [ 0, T ) , ( u, v ) 满足能量守恒:

  E( t) = E( u ( t ) , v ( t ) , u t ( t ) , v t ( t ) ) = E ( u0, v0, u1, v 1) = E(0) , ( 3)

其中

  E( t) =
1
2Q( p | ut |

2
+ | v t |

2
)dx +

1
2Q( p | ¨u |

2
+ | v̈ |

2
+ pa1 | u |

2
+

    a2 | v |
2
)dx -

1
4Q( pb11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2 b21 | u |

2
| v |

2
)dx , ( 4)

这里 p = b21/ b12 > 01 

命题 2  令 ( u0, v 0, u1, v1) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) @ L

2
( R

2
) @ L

2
( R

2
) 且( u, v) 是柯西问题

(1) 式和(2) 式在[ 0, T ) 上的一个解1 设

  F( t) := Q( p | u |
2
+ | v |

2
) dx1 ( 5)

于是可得

  Fc( t ) = Q(2puut + 2vv t )dx , ( 6)

  F d( t ) = 2Q( p | u t |
2
+ | v t |

2
)dx - 2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
+

    pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
- pb11 | u |

4
- b22 | v |

4
- 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx1 ( 7)

当 ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) 时, 定义如下的泛函及流形:

  J ( <, W) := 1
2Q( p | <̈ |

2
+ | ¨W|

2
+ pa1 | < |

2
+ a2 | W|

2
)dx -

    1
4Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b21 | < |

2
| W|

2
)dx , ( 8)

  K ( <, W) := Q( pa1 | < |
2
+ a2 | W|

2
)dx -

    1
2Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b21 | < |

2
| W|

2
)dx , ( 9)

  I ( <, W) := Q( p | ¨< |
2
+ | ¨W|

2
)dx -

    1
2Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b21 | < |

2
| W|

2
)dx , ( 10)

  N := ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) \ (0, 0) , K ( <, W) = 0 , ( 11)

  M := ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , I ( <, W) = 0, K ( <, W) < 0 1 ( 12)
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此外,定义一个强制变分问题

  dN := inf
( <, W) I N

J ( <, W) 1 ( 13)

于是下面的3个引理成立1 
引理 1  dN > 01 
证明  令 ( <, W) I N 1 由( <, W) X (0, 0) 及 K ( <, W) = 0可得

  J ( <, W) =
1
2

pQ| <̈ |
2dx +

1
2Q| ¨W|

2dx 1 ( 14)

于是 ( <, W) X (0, 0) 及(14) 式蕴涵着对任意的( <, W) I N , J ( <, W) > 01 故由(13) 式知 dN

\ 01 下面用反证法证明 dN X 01 假设 dN = 0,由(13) 式知存在一个序列( <n, Wn) < N 使得

K ( <n, Wn) = 0, 且当 n y ] 时, J ( <n , Wn ) y 01 因此,由(14) 式知,当 n y ] 时,

  1
2 pQ| <̈n |

2
dx +

1
2Q| ¨Wn |

2
dx y 01 ( 15)

根据 Gagliardo-Nirenberg 不等式

  Q| U|
4dx [ C Q| U|

2dx Q| ¨U|
2dx ( 16)

及K ( <n, Wn ) = 0可得

  pa1Q| <n |
2dx + a2Q| Wn |

2dx =

    1
2

pb11Q| <n |
4dx +

1
2

b22Q| Wn |
4dx + b 21Q| <n |

2
| Wn |

2dx [

    1
2 pb11Q| <n |

4
dx +

1
2 b22Q| Wn |

4
dx +

1
2 b21Q| <n |

4
dx +

1
2 b21Q| Wn |

4
dx [

    1
2

pb11+
1
2

b21 C Q| <n |
2dx Q| ¨<n |

2dx +

    1
2

b22 +
1
2

b21 C Q| Wn |
2
dx Q| ¨Wn |

2
dx [

    h Q| <n |
2dx Q| ¨<n |

2dx + Q| Wn |
2dx Q| ¨Wn |

2dx 1 ( 17)

本文, C 表示任意的正常数, h = max pb 11/ 2+ b21/ 2 C, b 22/ 2+ b21/ 2 C 1 对于(17) 式

中的 h,由(15) 式知,当 n 充分大时,

  pa1Q| <n |
2
dx + a2Q| Wn |

2
dx >

    h Q| <n |
2dx Q| ¨<n |

2dx + Q| Wn |
2dx Q| ¨Wn |

2dx ,

此与( 17)式矛盾1 故 dN X 01 由于我们已证明 dN \0, 故 dN > 01 

引理 2  存在 ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) \ ( 0, 0) 使得K ( <, W) = 0且 I ( <, W) = 01 

  证明  定义泛函 Q( <, W) 为

  Q( <, W) := Q( pa1 | < |
2
+ a2 | W|

2
)dx + Q( p | ¨< |

2
+ | ¨W|

2
)dx -

    Q( pb 11 | < |
4
+ b22 | W|

4
+ 2b21 | < |

2
| W|

2
)dx 1 

根据 Zhang[ 6]知,存在 ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) \ (0, 0) 使得 Q( <, W) = 0且( <, W) 为如

下椭圆方程组的解:

  
- $<+ a1< = ( b11 | < |

2
+ b12 | W|

2
) <,

- $W+ a2W= ( b21 | < |
2
+ b22 | W|

2
) W1 

( 18)
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此外,用 px ¨<及x ¨W分别乘(18) 式中第 1式及第 2式, 然后关于 x 积分得

  Q( pa1 | < |
2
+ a2 | W|

2
)dx -

    1
2Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b21 | < |

2
| W|

2
)dx = 0,

即K ( <, W) = 01 故由 Q( <, W) = 0可得 I ( <, W) = 01 
引理 3  M 是一非空集1 

证明  由引理 2知,存在 ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) \ (0, 0) 使得K ( <, W) = 0且 I ( <,

W) = 01 故对 PK> 1, 令 <K( x ) = K<( Kx ) , WK( x ) = KW( Kx ) 1 于是( <K, WK) I H
1
( R

2
) @

H
1
( R

2
) \ (0, 0) 并由( 9)式和( 10)式可得

  K ( <K, WK) = Q( pa1 | < |
2
+ a2 | W|

2
)dx -

    1
2
K2Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b 21 | < |

2
| W|

2
)dx < 0,

  I ( <K, WK) = K
2Q( p | ¨< |

2
+ | ¨W|

2
)dx -

    1
2
K2Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b 21 | < |

2
| W|

2
)dx = 01 

于是 ( <K, WK) I M 1 由此知 M 是一非空集1 
然后我们定义一个交叉强制变分问题

  dM := inf
( <, W) I M

J ( <, W)1 ( 19)

于是可得

引理 4  dM > 01 
证明  令 ( <, W) I M1 由 K ( <, W) < 0可得( <, W) X (0, 0)1 由 I ( <, W) = 0知

  J ( <, W) =
1
2

pa1Q| < |
2dx +

1
2

a2Q| W|
2dx1 ( 20)

( 20)式和 ( <, W) X (0, 0) 蕴涵着对任意( <, W) I M都有J ( <, W) > 01 故由(19) 式知 dM \

01 下面,我们将用反证法证明 dM X 01 如果 dM = 0,由(19) 式知,存在序列( <n, Wn ) < M使

得 I ( <n , Wn) = 0, K ( <n , Wn) < 0及当 n y ] 时, J ( <n, Wn) y 01 故由(20) 式知,当 n y ] 时,

  1
2 pa1Q| <n |

2
dx +

1
2 a2Q| Wn |

2
dx y 01 ( 21)

由Gagliardo-Nirenberg不等式, K ( <n, Wn ) < 0及 I ( <n, Wn) = 0知

  Q( p | ¨<n |
2
+ | ¨Wn |

2
)dx + Q( pa1 | <n |

2
+ a2 | Wn |

2
)dx <

    Q( pb 11 | <n |
4
+ b22 | Wn |

4
+ 2b21 | <n |

2
| Wn |

2
)dx [

    ( pb11 + b21) C Q| <n |
2
dx Q| ¨<n |

2
dx +

    ( b22+ b21) C Q| Wn |
2dx Q| ¨Wn |

2dx 1 ( 22)

由( 21)式和( 22)式知, 当 n y ] 时, Q( p | ¨<n |
2
+ | ¨Wn |

2
)dx < 01 此与Q( p | <̈n |

2
+

| ¨Wn |
2
)dx \ 0矛盾 1 故 dM X 01 因此 dM > 01 

现在我们定义

  d:= min dN , dM 1 ( 23)
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由引理1及引理 4可得

引理 5  d > 01 
下面我们进一步定义

  S:= ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , J ( <, W) < d , K ( <, W) < 0, I ( <, W) < 0 1 

于是如下的结论成立1 
引理 6  S 是一非空集1 

证明  由引理 2知,存在 ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) \ (0, 0) 使得K ( <, W) = 0和 I ( <,

W) = 01 因 d > 0,故由(8) 式、(9) 式和(10) 式知,存在 K> 1使得

  K ( K<, KW) = K2Q( pa1 | < |
2
+ a2 | W|

2
)dx -

    1
2
K4Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b 21 | < |

2
| W|

2
)dx < 0,

  I ( K<, KW) = K2Q( p | ¨< |
2
+ | ¨W|

2
)dx -

    1
2
K4Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b 21 | < |

2
| W|

2
)dx < 0,

  J ( K<, KW) =
1
2
K2Q( p | ¨< |

2
+ | ¨W|

2
) dx +

1
2
K2Q( pa1 | < |

2
+ a2 | W|

2
)dx -

    1
4
K4Q( p b11 | < |

4
+ b22 | W|

4
+ 2b 21 | < |

2
| W|

2
)dx < d 1 

于是 ( K<, KW) I S 1 故 S 是一非空集1 
引理 7  令 E(0) < d1 则 S 是柯西问题( 1)式和( 2)式的一个不变流形1 

证明  令 u0( x ) , v0( x ) I S1 由命题 1 知, 存在一个唯一的 u( t , x ) , v( t , x ) I

C [ 0, T ) ; H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ,且T [ ] 使得 u( t , x ) , v( t , x ) 是柯西问题( 1)式和( 2)式的

一个解1 由( 3)式、( 4)式及( 8)式可得

  J ( u, v ) < E ( t ) = E (0) < d 1 

我们首先证明对任意 t I [ 0, T ) , K u( t , x ) , v ( t , x ) < 01 否则,由连续性可知,存在一

个 t 0 I (0, T ) 使得K u ( t0, x ) , v( t 0, x ) = 01 注意到 E ( t0) = E (0) 及K ( u0( x ) , v 0( x ) ) <

0可得 u( t 0, x ) , v ( t 0, x ) X (0, 0) 1 根据(13) 式和(23) 式知, J u( t 0, x ) , v ( t 0, x ) \ dN \

d 1 此与 J ( u, v) < d 矛盾 1 因此,对任意 t I [ 0, T ) , K u ( t , x ) , v ( t , x ) < 01 
现在我们证明对任意 t I [ 0, T ) , I u( t , x ) , v ( t , x ) < 01 否则,由连续性可知,存在一

个 t1 I (0, T ) 使得 I u ( t1, x ) , v( t 1, x ) = 01 因我们已经证明 K u( t , x ) , v( t , x ) < 0,故

有 u( t 1, x ) , v( t 1, x ) I M 1 根据(19)式及(23) 式可得 J u( t 1, x ) , v( t 1, x ) \dM \ d 1 此

与 J ( u, v) < d 矛盾 1 故对任意 t I [ 0, T ) , I u ( t , x ) , v ( t , x ) < 01 
由上面的讨论可知, 对任意的 t I [ 0, T ) , u( t , x ) , v( t , x ) I S 1 于是,引理 7得证1 
作类似于引理 7的讨论可得

引理 8  令 E(0) < d1 定义

  S1:= ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , J ( <, W) < d, K ( <, W) > 0 ,

  S2:= ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , J ( <, W) < d, K ( <, W) < 0, I ( <, W) > 0 1 

则 S1 和 S 2都是柯西问题( 1)式和( 2)式的不变流形1 
自然地,我们称 S 和S2为柯西问题( 1)式和( 2)式的交叉不变流形1 
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根据 S、S1和 S2 的定义,注意到( 13)式, ( 19)式及( 23)式, 可得到如下结论:

引理 9

  ( <, W) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) \ (0, 0) , J ( <, W) < d = S G S1 G S21 

2  解爆破和整体存在的最佳条件

定理 1  设 ( u0, v0) 和( u1, v1) 满足 E(0) < d 1 如果( u0, v0) I S ,则柯西问题( 1) 式和

(2) 式的解 u( t , x ) , v( t , x ) 在有限时间内爆破1 

为了证明定理 1,我们首先给出一个引理1 

引理 10  令 ( u0, v0, u1, v1) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) @ L

2
( R

2
) @ L

2
( R

2
) 且( u ( t , x ) , v ( t , x ) )

是柯西问题(1) 式和(2) 式在[ 0, T ) 上的一个解1 设

  F( t) = Q( p | u |
2
+ | v |

2
) dx1 ( 24)

则当 u( t , x ) , v( t , x ) I S 时,存在一个 t 1 使得 Fc( t ) | t = t
1
> 01 

证明  我们将用反证法证明这个引理1 假设对所有的 t 都成立

  Fc( t ) [ 01 ( 25)

由( 7)式和( 24)式知,

  F d( t ) = 2Q( p | u t |
2
+ | v t |

2
)dx - 2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
) dx -

    2Q( p | ü |
2
+ | v̈ |

2
)dx +

    2Q( pb11 | u |
4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
) dx =

    2Q( p | u t |
2
+ | v t |

2
)dx - 2K ( u, v) - 2I ( u, v) 1 ( 26)

于是, u ( t , x ) , v ( t , x ) I S 蕴涵着F d( t ) > 0且 F ( t) 是一个关于 t 的凸函数 1 因此,由

(25) 式知,当 t y ] 时, F ( t ) 必趋于一个有限的非负极限 A1 根据引理 7, 我们可断言 A >

01 故当 t y ] 时,

  F( t) y A > 0, Fc( t ) y 0, F d( t ) y 01 
故由( 26)式知

  lim
t y ]Q( p | ut |

2
+ | vt |

2
)dx = 0 ( 27)

及

  lim
t y ]

K ( u, v) = 0, l im
t y ]

I ( u, v) = 01 ( 28)

现对于固定的 t > 0,令 uK( x ) = u( x / K) , vK( x ) = v ( x / K) 1 于是由( 9)式和( 10)式可得

  K ( uK, vK) = K2Q( pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1
2
K2Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx , ( 29)

  I ( uK, vK) = Q( p | ü |
2
+ | v̈ |

2
)dx -

    1
2 K

2Q( p b11 | u |
4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx 1 ( 30)

因 I ( u, v) < 0,故由(30) 式知, 存在一个 K* I (0, 1) 使得 I ( uK* , vK* ) = 0,且当 K I ( K* , 1)
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时, I ( uK, vK) < 01 同时,因为K ( u , v ) < 0,所以,对任意 KI (0, 1) , K ( uK, vK) < 01 于是可

得 I ( uK* , vK* ) = 0且 K ( uK* , vK* ) < 0,即( uK* , vK* ) I M 1 由( 19)式及( 23)式可得

  J ( uK* , vK* ) \ dM \ d 1 ( 31)

另一方面, 由 K ( uK* , vK* ) < 0可得

  J ( u, v ) - J ( uK* , vK* ) =

    1
2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx +

1
2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1
4Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx -

    1
2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx +

1
2 K

* 2Q( pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
) dx -

    1
4
K* 2Q( pb11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx =

    1
2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

1
2
K* 2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1
4Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx +

    1
4
K* 2Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx =

    1
2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1
4Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx -

1
2 K ( uK* , vK* ) \

    1
2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1
4Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx =

1
2

K ( u, v)1 ( 32)

注意到( 31)式可得

  1
2

K ( u, v) [ J ( u , v ) < E (0) < d 1 ( 33)

故由( 19)式、( 23)式、( 28)式、( 31)式及( 32)式可得

  J ( u, v ) \ J ( uK* , vK* ) \ d, ( 34)

此与( 33)式矛盾1 因此,假设( 25)式不成立1 于是, 引理 10的结论成立1 
现在,我们开始证明定理 11 

定理 1的证明  根据引理 7, 由 ( u0( x ) , v0( x ) ) I S 知,当 t I [ 0, T ) 时, ( u( t , x ) , v( t ,

x ) ) I S1 注意到( 3)式、( 4)式及( 26)式,可得

  F d( t ) = 6Q( p | u t |
2
+ | v t |

2
)dx + 2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx +

    2Q( pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
)dx - 8E (0)1 ( 35)

因 ( u( t , x ) , v ( t , x ) ) I S,故由引理10知,存在一个时间 t 1使得 Fc( t ) | t= t
1
> 01 于是,对所

有的 t > t 1(在存在区间之内) , F ( t ) 是一增函数 1 因此, 2Q( pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
)dx - 8E(0)

将最终变为正且随后将保持为正 1 根据(35) 式及 J ( u , v ) < d ( ( u, v) I S ) ,对足够大的 t可

得
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  F d( t ) \ 6Q( p | ut |
2
+ | v t |

2
)dx 1 ( 36)

注意到( 6)式和( 36)式,利用HÊ lder不等式可得
  F( t) F d( t ) \ (3/ 2) Fc( t )

21 ( 37)

因 F
- 1/ 2

( t ) d = - (1/ 2) F
- 5/ 2

( t ) F ( t ) F d( t ) - (3/ 2) Fc( t )
2

, 由 (37) 式 可 得

F
- 1/ 2

( t ) d [ 01 因此, 对于充分大的 t , F
- 1/ 2

( t ) 是凹的, 且存在一个有限时间 T
* 使得

lim
t y T*

F
- 1/ 2

( t ) = 01 于是可得 T < ] 且

  lim
t y T

+u +H
1
(R

2
) + +v +H

1
(R

2
) = ] 1 

由上面的讨论可知, 定理 1得证1 
定理 2  设 ( u0, v0) 和( u1, v1) 满足 E (0) < d 1 如果( u0, v0) I S1 G S2,则柯西问题(1)

式和(2) 式的解( u( t , x ) , v( t , x ) ) 在 t I (0, ] ) 上整体存在1 
证明  我们将通过两步来证明这个定理1 
步骤 1  令 ( u0, v0) I S 11 对于 t I [ 0, T ) , 由引理 8知( u ( t , x ) , v ( t , x ) ) I S11 即对

于固定的 t I [ 0, T ) , J ( u, v ) < d , K ( u, v) > 01 由 J ( u, v) < d 及K ( u, v) > 0可得( u, v )

X (0, 0) 且

  1
2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx < d 1 ( 38)

现令 uA( x ) = Au( x ) , vA( x ) = Av ( x ) 1 K ( u, v) > 0蕴涵着存在一个 A* > 1使得

  K ( uA* , vA* ) = A* 2Q( pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1
2
A* 4Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx = 0 ( 39)

及

  J ( uA* , vA* ) =
1
2
A* 2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx 1 ( 40)

根据( 39)式及( 40)式知, ( uA* , vA* ) I N 且

  J ( uA* , vA* ) \ dN \ d > J ( u , v )1 ( 41)

于是 J ( u, v ) - J ( uA* , vA* ) < 0, 即

  1
2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx +

1
2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1
4Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx -

    1
2
A* 2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx < 01 ( 42)

又由( 39)式知

  -
1
4Q( pb11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx =

    -
1

2A* 2Q( pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
)dx 1 ( 43)

根据( 42)式和( 43)式可得

  1
2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx +

1
2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

    1

2A
* 2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
) dx -
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    1
2
A* 2Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx < 0,

即

  
1
2

-
1

2A*
2 Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx <

    1
2

( A* 2
- 1)Q( p | ¨u |

2
+ | v̈ |

2
)dx1 ( 44)

故( 38)式、( 44)式及 A* > 1蕴涵着

  Q( pa1 | u |
2
+ a2 | v |

2
)dx + Q( p | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx < C 1 

因此,由命题 1知, ( u, v) 在 t I [ 0, ] ) 上整体存在1 
步骤 2  令 ( u0, v0) I S21 对于 t I [ 0, T ) , 由引理 8 知( u( t , x ) , v( t , x ) ) I S21 即

J ( u, v) < d, K ( u, v ) < 0且 I ( u, v) > 01 根据 I ( u, v) > 0及 J ( u, v) < d 可推知

  1
2Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx < d 1 ( 45)

令 uB( x ) = B1/ 2u( Bx ) , vB( x ) = B1/ 2
v ( Bx )1 则

  I ( uB, vB) = BQ( p | ü |
2
+ | v̈ |

2
)dx -

    1
2Q( p b11 | u |

4
+ b22 | v |

4
+ 2b21 | u |

2
| v |

2
)dx 1 ( 46)

于是 I ( u, v ) > 0蕴涵着存在 0 < B* < 1使得 I ( uB* , vB* ) = 01 故由( 8)式和( 10)式知

  J ( uB* , vB* ) =
1
2Q( pa1 | uB* |

2
+ a2 | vB* |

2
)dx =

    1
2
B* - 1Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx1 ( 47)

根据( 45)式及( 47)式知

  J ( uB* , vB* ) < B
* - 1

d 1 ( 48)

现在我们考虑 K ( uB* , vB* ) 1 由于K ( u , v ) < 0,故K ( uB* , vB* ) 有两种情形1 一种为 � )

K ( uB* , vB* ) < 0, 另一种为 � ) K ( uB* , vB* ) \ 01 
首先我们考虑 � ) K ( uB* , vB* ) < 0的情形 1 在这种情形下,注意到 I ( uB* , vB* ) = 0可知

( uB* , vB* ) I M1 于是( 19)式和( 23)式蕴涵者

  J ( uB* , vB* ) \ dM \ d > J ( u, v)1 ( 49)

故

  J ( u, v ) - J ( uB* , vB* ) < 01 ( 50)

根据 I ( uB* , vB* ) = 0及( 50)式可得

  1
2

(1- B* )Q( p | ü |
2
+ | v̈ |

2
)dx +

    1
2

(1- B* - 1
)Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx < 01 ( 51)

故( 45)式及 0 < B* < 1蕴涵着

  Q( p | ¨u |
2
+ | v̈ |

2
)dx < C 1 ( 52)

其次,我们考虑 � ) K ( uB* , vB* ) \ 0的情形1 在这种情形下,由( 48)式可知

  J ( uB* , vB* ) -
1
4

K ( uB* , vB* ) < B
* - 1

d 1 ( 53)

611耦合非线性 Klein-Gordon 方程组的整体解



根据( 53)式及 I ( uB* , vB* ) = 0可得

  1
2
B* - 1Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx -

1
4
B* - 1Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx +

    1
4 B

*Q( p | ü |
2
+ | v̈ |

2
) dx < B

* - 1
d 1 ( 54)

于是

  B
* - 1Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx + B

*Q( p | ü |
2
+ | v̈ |

2
) dx < 4B

* - 1
d 1 ( 55)

因此,由( 45)式、( 52)式及( 55)式总可以得到

  Q( p | ¨u |
2
+ | v̈ |

2
)dx + Q( pa1 | u |

2
+ a2 | v |

2
)dx < C 1 

故由命题 1知, ( u, v) 在 t I [ 0, ] ) 上整体存在1 
由步骤1和步骤 2的讨论知,定理 2成立1 

根据引理 9,定理 1和定理 2,我们可以得到方程组( 1)解爆破的一个充分必要条件,即

定理3  设柯西初值 ( u0, v0, u1, v1) 满足 E (0) < d, 则柯西问题(1) 式和(2) 式的解( u( t ,

x ) , v( t , x ) ) 在有限时间内爆破当且仅当( u0, v0) I S1 
根据定理 2,我们还可以得到方程组( 1)解整体存在的另一个充分条件,即

推论 1  设柯西初值 ( u0, v0, u1, v1) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) @ L

2
( R

2
) @ L

2
( R

2
) 且满足

  1
2

a +u0 +2
H
1
( R

2
) +

1
2

b +v0 +2
H

1
(R

2
) +

1
2

p +u1 +2
L
2
( R

2
) +

1
2

+v1 +2
L
2
( R

2
) < d, ( 56)

其中 a = max p , pa1 , b = max 1, a2 ,则柯西问题(1) 式和(2) 式的解( u ( t , x ) , v ( t , x ) ) 在

t I [ 0, ] ) 上整体存在1 
证明  根据( 56)式可得

  J ( u0, v0) < E (0) < d 1 
于是,我们可以断言 K ( u0, v0) > 01 否则, 存在 0 < K [ 1使得

  K ( Ku0, Kv0) = K2Q( pa1 | u0 |
2
+ a2 | v0 |

2
)dx -

    1
2
K4Q( p b11 | u0 |

4
+ b22 | v0 |

4
+ 2b21 | u0 |

2
| v 0 |

2
)dx = 01 

故

  J ( Ku0, Kv 0) \ dN \ d 1 ( 57)

另一方面, 由( 56)式知

  1
2

a +Ku0+2
H

1
( R

2
) +

1
2

b +Kv0 +2
H
1
( R

2
) +

1
2

p + u1+2
L
2
(R

2
) +

1
2

+v 1+2
L
2
( R

2
) =

    K
2 1

2 a +u0 +2
H

1
(R

2
) +

1
2 b +v0 +2

H
1
( R

2
) +

1
2 p +u1 +2

L
2
(R

2
) +

1
2 +v1 +2

L
2
(R

2
) <

    1
2

a +u0 +2
H
1
( R

2
) +

1
2

b +v0 +2
H

1
(R

2
) +

1
2

p +u1 +2
L
2
( R

2
) +

1
2

+v1 +2
L
2
( R

2
) < d 1 

于是可推知 J ( Ku0, Kv0) < d 1 此与(57) 式矛盾 1 故K ( u0, v0) > 0,即( u0, v0) I S11 根据
定理 2可知,推论 1的结论成立1 

3  结   论

我们首先通过构造交叉强制变分问题, 并建立发展流的交叉不变流形,得到了耦合非线

性Klein-Gordon方程组( 1)解爆破和整体存在的一个最佳条件;其次, 利用尺度变换讨论证明了
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当初值为多小时,方程组( 1)的整体解存在1 
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Global Solution for a Coupled Nonlinear

Klein-Gordon System

GAN Za-i hui,  ZHANG Jian

( College of Ma them atics and Softwa r e Scien ce , Sichuan Norma l Un iv er sity ,

Chengdu 610068, P . R . China )

Abstract: The global solution for a coupled nonlinear Klein-Gordon system in two space dimensions

is studied. First, a sharp threshold of blowup and global existence for the system is obtained by con-

structing a type of cross- constrained variational problem and establishing so-called cross-invariant

manifolds of the evolution flow. Then the result of how small the initial data are for which the solution

of the system exists globally is proved by using the scaling argument.

Key words: couple nonlinear Klein-Gordon system; Global solution; blow up; cross-constrained varia-

tional problem; sharp threshold
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