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摘要:  首先引入势函数, 用势函数表示压电材料的基本微分方程,并采用 Laplace 变换、半无限对

称Fourier 正弦变换和 Fourier余弦变换, 对微分方程进行变换和初步求解;然后通过 Fourier反演和

引入边界条件,建立了二维压电材料动态裂纹问题的对偶方程组; 再根据 Bessel函数性质, 利用

Abel型积分方程及其反演, 将对偶方程组化为第二类 Fredholm 积分方程组1 结果表明, 方法是可

行的,可以成为研究此类问题的一种有效方法1 
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引   言

压电材料的静态损伤和断裂行为研究已经取得了丰硕的成果, Wang[ 1O2]、Zhou[ 3]和 Pak[ 4]

等人的研究可推为这方面的代表1 随着研究的深入,压电介质动态断裂分析又成为一个新近

兴起的研究领域1 Khutoryansky 和Sosa
[ 5]
率先给出了压电材料电弹性瞬态问题的控制方程和

基本解;侯[ 6]和 Chen [ 7]等人研究了压电介质中反平面裂纹的瞬态响应问题1 但对于压电材料
中的三维或平面动态断裂力学问题, 由于材料的各向异性, 无法进行控制方程的直接解耦分

析1 为此, 本文通过引入位移和电势的势函数, 研究了压电材料二维动态问题的基本方程,

对偶积分方程组及其求解方法1 

1  压电材料的动态方程及势函数表示

取 xOy 平面为各向异性面,忽略体积力和体电荷影响, 只考虑惯性力作用1 压电方程为
  Rij = cijklCkl - e kijEk , ( 1)

  D i = eiklCkl + EikEk , ( 2)

式中 cij、eij、Eij 分别是材料的弹性、压电和介电常数1 而 Rij、Cij 分别是应力和应变; Di、E i分别

是电位移和电场强度1 几何方程(这里将电场场强与电势的关系方程也称为几何方程)为
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  Cij =
1
2
( uj , i + ui , j ) , E i = - U, i , ( 3)

u i = u i ( x , y , t ) 是位移函数; U= U( x , y , t ) 是电势函数,它们均为 x、y 和时间 t的函数1 运

动方程为

  Rji , i = Q&u j , Dj , j = 01 ( 4)

将式( 1)、( 2)和( 3)代入到式( 4) ,整理得

  

c11
52
ux

5x 2 + c44
52
ux

5y 2 + ( c13+ c44)
52
uy

5x5y + ( e15 + e31)
52 U
5x5y = Q&ux ,

c33
52
uy

5y 2 + c44
52
uy

5x 2 + ( c13+ c44)
52
ux

5x5y + e15
52U
5x 2 + e33

52 U
5y 2 = Q&uy ,

e33
52
uy

5y 2 + e15
52
uy

5x 2 + ( e15+ e31)
52
ux

5x5y - E11
52U
5x 2 - E33

52 U
5y 2 = 01 

( 5)

上式即为以弹性位移 uj = uj ( x , y , t ) 和电势函数 U= U( x , y , t ) 为基本未知量表示的横

观各向同性压电材料二维问题的耦合场方程1 
引进势函数 5j ( x , y , t ) 及 Xj ( x , y , t ) , 即设

  ux =
5 51
5x +

5 52
5 y , uy =

5 51
5y -

5 52
5x , U=

5X 1

5y -
5X 2

5x 1 ( 6)

将式( 6)代入到式( 5)并整理得到关于 5j ( x , y , t ) 和 X j ( x , y , t ) 的方程,

  Aj
52 5j
5x 2 + Bj

52 5j
5y 2 = Cj &5j ,        j = 1, 2, ( 7a)

  E11
52
X j

5x 2 + E33
52X j

5y 2 = Uj
52 5j
5x 2 + Vj

52
5j

5 y2
,   j = 1, 2, ( 7b)

式中

  A 1 = c11( e33E11- e15E33) - ( e15 + e31) [ (2c44+ c13) E11+ e15( 2e15+ e31) ] ,

  A 2 = ( e33E11- e15E33) ( c11- c13 - c44) - ( e15+ e31) ( c44E33+ e15 e33) ,

  B1 = (2c44+ c13) ( e33E11- e15E33) - ( e15+ e31) ( c33E11+ e33 e15) ,

  B2 = c44( e33E11- e15E33) - ( e15+ e31) [ ( c33- c13- c44) E33 +

    ( e33- e15- e31) e33] ,

  C1 = [ ( e33- e15- e31) E11- e15E33] Q, C2 = [ e33E11- (2e15 + e31) E33] Q,
  U1 = 2e15 + e31, V 1 = e33, U2 = e15, V2 = e33 - e15- e311 
对一般的横观各向同性压电材料二维问题, 方程( 7a)中的系数 A 1、B1、C1有相同的符号;

同样,系数 A 2、B2、C2 也具有相同的符号1 因此,方程( 7a)具有波动方程的形式1 
将式( 6)代入到式( 3)和( 1)、( 2)有对应的应变、电场强度分量和应力、电位移分量

  Cxx =
52 51
5x 2 +

52 52
5x5y , Cyy =

52 51
5y 2 -

52 52
5x5y , Cxy = 2

52 51
5x5 y +

52 52
5y 2 -

52 52
5x 2 ; ( 8)

  Ex = -
52
X 1

5x5y +
52
X 2

5x 2 , Ey = -
52X 1

5 y2
+

52X 2

5x5y ; ( 9)

  

Rxx = c11
52 51
5x 2 +

52 52
5x5y + c13

52 51
5 y2

-
52 52
5x5y + e31

52X 1

5y 2 -
52
X 2

5x5y ,

Ryy = c13
52 51
5x 2 +

52 52
5x5y + c33

52 51
5 y2

-
52 52
5x5y + e33

52X 1

5y 2 -
52
X 2

5x5y ,

Rxy = c44 2
52 5 1

5x5y +
52 52
5y 2 -

52 5 2

5x 2 + e15
52
X1

5x5y -
52
X 2

5x 2 ;

( 10)
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Dx = e15 2

52
51

5x5y +
52
52

5y 2 -
52
52

5x 2 - E11
52X 1

5x5y -
52
X2

5x 2 ,

Dy = e31
52
51

5x 2 +
52
52

5x5y + e33
52 5 1

5y 2 -
52 5 2

5x5y - E33
52
X 1

5y 2 -
52X 2

5x5y 1 
( 11)

综上所述, 横观各向同性压电材料二维动态问题的求解, 归结为确定满足微分方程式( 7)

的 5j ( x , y , t )、X j ( x , y , t ) ,再由式(6)、(8) ~ (11) 既可求得耦合场各分量 1 当然,对实际问

题尚需考虑初始条件与边界条件1 因而,式(7)与式(6) 结合起来就构成了横观各向同性压电

材料二维动态问题的所谓势函数通解1 由满足式(7) 的 5j ( x , y , t )、X j ( x , y , t ) ,通过式(6)而

求得的弹性位移 uj = uj ( x , y , t ) 和电势函数 U= U( x , y , t ) 必使微分方程组( 5)得到满足1 

2  Ñ型裂纹问题的对偶积分方程组

作为上述方法的应用,现在研究含 Ñ型裂纹的压电材料问题1 设裂纹位于 x 轴上,长 L =

2a, 中心在坐标原点1 假设介质在无限远处不受载荷作用,而在裂纹上下表面同时受冲击载

荷作用1 由于对称, 只需研究 1/ 4平面即可1 其边界条件可写为
  Ryy ( x , 0, t ) = - R0H( t ) , Rxy( x , 0, t ) = 0,   0 < x < a, t > 0, ( 12a)

  D y( x , 0, t ) = - D0H( t ) ,   0 < x < a, t > 0; ( 12b)

  uy ( x , 0, t ) = 0, Rxy ( x , 0, t ) = 0,   x > a , t > 0, ( 13a)

  U( x , 0, t ) = 0,   x > a, t > 0; ( 13b)

  Rij ( x , y , t ) = 0,   在无限远处: t > 0, ( 14a)

  D i ( x , y , t ) = 0,   在无限远处: t > 0; ( 14b)

式中, H( t ) 为Heaviside单位阶跃函数1 并假定压电介质的初始条件为
  uj ( x , y , 0) = &uj ( x , y , 0) = 0, ( 15a)

  U( x , y , 0) = &U( x , y , 0) = 01 ( 15b)

引入势函数 5j ( x , y , t )、X j ( x , y , t ) 的 Laplace变换及其反演,对微分方程组( 7)作 Laplace

变换,并考虑初始条件( 15)得

  Aj
52 5*j
5x 2 + B j

52 5*j
5y 2 = Cjp

2 5 *
j ,   j = 1, 2, ( 16a)

  E11
52
X

*
j

5x 2 + E33
52
X

*
j

5 y2
= Uj

52 5*j
5x 2 + Vj

52 5 *
j

5 y2
,   j = 1, 21 ( 16b)

考虑到问题的对称性以及电势函数 U为标量函数, 则势函数具有如下性质: 51( x , y , t )

= 51(- x , y , t ) , 52( x , y , t ) = - 52(- x , y , t ) , X1( x , y , t ) = X1( - x , y , t ) , X2( x , y , t )

= - X 2(- x , y , t )1 引入Fourier 正弦变换、余弦变换及其反演,即对方程组( 16)中的 j = 1式

进行 Fourier余弦变换, j = 2式作Fourier正弦变换得

  Bj
52�5 *

j

5 y2
- (Ajs

2
+ Cjp

2
) �5*j = 0,   j = 1, 2, ( 17a)

  E33
52�X *

j

5 y2
- E11 s

2�X *
j =

(AjVj - BjUj ) s
2
+ CjVjp

2

Bj
�5 *
j ,   j = 1, 21 ( 17b)

解微分方程组( 17) ,并考虑其解应满足无限远处边界条件,得 �5
*
j ( s , y , p )、�X

*
j ( s, y , p ) ,

  
�5

*
j ( s, y , p ) = Fj ( s , p ) e

- X
j
y
,

�X *
j ( s, y , p ) = G ( s, p ) e- Ky + H j ( s , p ) Fj ( s, p ) e

- X
j
y
,

  j = 1, 2, ( 18)
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式中 Xj = (Ajs
2
+ Cjp

2
) / Bj , K= E11s

2
/ E33, H j ( s , p ) = ( Vj X

2
j - Uj s

2
) / ( E33 X

2
j - E11 s

2
) ,未

知函数 Fj ( s, p )、G( s, p ) 由其余的边界条件确定1 

对式( 18)中的象函数 �5*1 ( s, y , p )、�X
*
1 ( s, y , p ) 作 Fourier 余弦反演,对象函数 �5 *

2 ( s , y ,

p )、�X
*
2 ( s, y , p ) 作Fourier正弦反演分别得

  
5*1 ( x , y , p ) =

2
PQ

]

0
F1( s , p ) e

- X
1
y cos( sx )ds ,

5
*
2 ( x , y , p ) =

2
PQ

]

0
F2( s , p ) e

- X
2
y
sin( sx )ds ;

( 19)

  
X

*
1 ( x , y , p ) =

2
PQ

]

0
[ G( s , p ) e- Ky

+ H 1( s , p ) F1( s , p ) e
- X

1
y
] cos( sx )ds ,

X
*
2 ( x , y , p ) =

2
PQ

]

0
[ G( s , p ) e

- Ky
+ H 2( s , p ) F2( s , p ) e

- X
2
y
] sin( sx )ds1 

( 20)

对边界条件( 12)、( 13)作Laplace 变换得

  R*yy( x , 0, p ) = - R0/ p , R
*
xy( x , 0, p ) = 0,   0 < x < a, ( 21a)

  D
*
y ( x , 0, p ) = - D0/ p ,   0 < x < a; ( 21b)

  u
*
y ( x , 0, p ) = 0, R*xy( x , 0, p ) = 0,   x > a, ( 22a)

  U* ( x , 0, p ) = 0,   x > a1 ( 22b)

对式( 6)、( 8) ~ ( 11)作 Laplace 变换并将式( 19)、( 20)代入, 考虑对称性, 由边界条件

R*xy( x , 0, p ) = 0, - ] < x < + ] 整理得

  G( s , p ) = -
X1H 1( s , p ) F1( s , p ) + sH 2( s , p ) F2( s , p )

K+ s
-

    
c44[ 2sX1F 1( s , p ) + ( X22+ s

2
) F2( s , p ) ]

e15( sK+ s
2
)

1 ( 23)

由边界条件 u
*
y ( x , 0, p ) = 0、U* ( x , 0, p ) = 0, x > a 得

  Q
]

0
[ X1F1( s, p ) + sF 2( s, p ) ] cos( sx ) ds = 0,   x > a, ( 24a)

  Q
]

0
[ ( K+ s) G ( s, p ) + X1H 1( s, p ) F 1( s, p ) +

    sH 2( s , p ) F2( s , p ) ] cos( sx )ds = 0,     x > a 1 ( 24b)

将式( 23)代入式( 24b) ,并考虑式( 24a) , 整理得

  Q
]

0
[ X1F1( s, p ) + X22 s

- 1
F 2( s, p ) ] cos( sx )d s = 0,   x > a1 ( 25)

由边界条件 R*yy( x , 0, p ) = - R0/ p、D
*
y ( x , 0, p ) = - D0/ p , 0 < x < a, 并考虑式( 23) ,整理得

  
Q

]

0
[ T 11( s , p ) F1( s , p ) + T 12( s, p ) F2( s, p ) ] cos( sx )ds =

PR0
2p

,

Q
]

0
[ T 21( s , p ) F1( s , p ) + T 22( s, p ) F2( s, p ) ] cos( sx )ds =

PD0

2p
,

  0 < x < a, ( 26)

式中

T 11( s, p ) = ( c13s
2
- c33 X

2
1) - e33( X

2
1- X1K)H 1( s, p ) + 2 E11E

- 1
33 c44e33 e

- 1
15 sX1,

T 12( s, p ) = ( c13- c33) sX2- e33s ( X2- K)H 2( s, p ) + E11E
- 1
33 c44e33 e

- 1
15 ( X

2
2+ s

2
) ,
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T 21( s, p ) = ( e31s
2
- e33 X

2
1) + e33( X

2
1- X1K)H 1( s, p ) - 2 E11E33 c44 e

- 1
15 sX1,

T 22( s, p ) = ( e31- e33) sX2+ E33s ( X2- K)H 2( s, p ) - E11E33 c44e
- 1
15 ( X

2
2+ s

2
) 1 

至此,问题的求解归结为确定满足对偶积分方程组( 24a)、( 25)和( 26)的 F j ( s, p ) 1 

3  对偶积分方程组的求解

设

  
g1( s, p ) = X1F1( s, p ) + sF 2( s, p ) ,

g2( s, p ) = X1F1( s, p ) + X22 s
- 1
F 2( s, p ) ,

( 27)

有    F1( s, p ) =
s
2
g2( s, p ) - X22g1( s , p )

X1( s
2
- X22)

, F2( s , p ) =
sg1( s, p ) - sg2( s , p )

( s
2
- X22)

1 ( 28)

将 cos( sx ) = Pxs / 2J- 1/ 2( sx ) 和式( 27)、( 28)代入到( 24a)、( 25)和( 26)得如下对偶积分方程

组

  
Q

]

0
sg1( s , p ) J- 1/ 2( sx )ds = 0,

Q
]

0
sg2( s , p ) J- 1/ 2( sx )ds = 0,

  x > a; ( 29)

  
Q

]

0
s
2
[ m11g1( s , p ) + m12g2( s, p ) ] J- 1/ 2( sx )ds = T 10( x ) ,

Q
]

0
s
2
[ m21g1( s , p ) + m22g2( s, p ) ] J- 1/ 2( sx )ds = T 20( x ) ,

  0 < x < a; ( 30)

式中 JM( sx ) 是 M阶 Bessel函数; 而

T 10( x ) =
PR0

2xp
, T 20( x ) =

PD0

2xp
, m11 = m11( s, p ) =

T 12( s , p ) X1 s - T 11( s, p ) X
2
2

X1 s( s
2
- X22) s

,

m12( s , p ) =
T 11( s, p ) s - T 12( s, p ) X1

X1( s
2
- X22) s

, m21( s , p ) =
T 22( s , p ) X1 s - T 21( s , p ) X

2
2

X1s ( s
2
- X22) s

,

m22( s , p ) =
T 21( s, p ) s - T 22( s, p ) X1

X1( s
2
- X

2
2) s

1 

令

  

t 1( x ) = T 10( x ) +Q
]

0
s
2 V

C1

A 1

1/ 4

p

- 1

- m11 g1( s , p ) -

  m12g 2( s, p ) J- 1/ 2( sx )ds,

t 2( x ) = T 20( x ) +Q
]

0
s
2

V
C2

A 2

1/ 4

p

- 1

- m22 g2( s , p ) -

  m21g 1( s, p ) J- 1/ 2( sx )ds,

( 31)

V 为一常系数(大于零即可) ,将式( 31)代入到式( 30)得

  
Q

]

0
s
2
g1( s , p ) J- 1/ 2( sx )ds = t 1( x ) V

C1

A 1

1/ 4

p ,

Q
]

0
s
2
g2( s , p ) J- 1/ 2( sx )ds = t 2( x ) V

C2

A 2

1/ 4

p ,

  0 < x < a1 ( 32)

655压电材料Ñ型裂纹动态问题的对偶方程组及其求解



将未知函数 g1( s , p )、g2( s , p ) 表示成新的未知函数 <1( N, p )、<2( N, p ) 的积分

  gj ( s , p ) =
Pa2

2p s
- 1/ 4Q

1

0
N<j ( N, p ) J1/ 4( saN)dN, ( 33)

式中函数 <1( N, p )、<2( N, p ) 应满足

  lim
Ny 0

+
N- 1<j ( N, p ) = 01 ( 34)

对 Bessel函数,有如下间断积分公式[ 8]

  Q
]

0
JK( rN) JL( bN) N

1+ L- KdN= 0,   0 < r < b , ( 35a)

  Q
]

0
JK( rN) JL( bN) N

1+ L- K
dN=

b
L
( r

2
- b

2
)
K- L- 1

2
K- L- 1

r
K
#( K- L)

,   0 < b < r , ( 35b)

式中, #( z ) 为 # 函数,并要求 K> L > - 11 将式( 33)代入到式( 29) 并且交换积分次序, 得

  Q
]

0
sgj ( s, p ) J- 1/ 2( sx ) ds =

Pa2

2pQ
1

0
N<j ( N, p )Q

]

0
s
1/ 4J1/ 4( saN) J- 1/ 2( sx )dsdN1 

考虑式( 35)的间断公式,知上式为零1 即式( 29)自动满足1 根据 Bessel 函数的微分公

式
[ 9]

  d
dz
[ z

- MJM( z ) ] = - z
- MJM+ 1( z )1 

将式( 33)的右端进行分部积分,考虑式( 34)得

  gj ( s , p ) = -
Pa

2s5/ 4p
<j (1, p ) J- 3/ 4( as) -

    Q
1

0
( asN) 3/ 4J- 3/ 4( asN)

d
dN

N<j ( N, p )
( asN) 3/ 4

dN 1 

将上式代入到式( 32) ,并考虑式( 35)的间断公式,得到如下Abel型的积分方程得

  tj ( x ) =
( aAj )

1/ 4
P x

(2Cj )
1/ 4 Vp 3/ 2#(1/ 4)Q

x / a

0

1

( x
2
- a

2N2) 3/ 4
d
dN

[ N- 1/ 4<j ( N, p ) ] dN,

  0 < N< x / a1 ( 36)

利用Abel型积分方程及其反演公式
[ 10]

,令

  h( x ) =
(2Cj )

1/ 4 Vp 3/ 2#(1/ 4)

( aAj )
1/ 4P x

tj ( x ) = Q
x / a

0

1
( x

2
- a

2N2) 3/ 4
d
dN[ N

- 1/ 4
<j ( N, p ) ] dN,

那么,

  r( N) =
- 2sin(- 3P/ 4)

P
d
dNQ

aN

0
( a

2N2- x
2
)
- 1/ 4

xh( x )dx =
d
dN

[ N- 1/ 4<j ( N, p ) ] ,

于是得

  <j ( N, p ) = V
NCj
aAj

1/ 4
23/ 4p 3/ 2#(1/ 2)

P2 Q
aN

0

x tj ( x )

[ ( aN) 2- x
2
]
1/ 4dx 1 ( 37)

将式( 31)代入到式( 37) ,并令

  B1 = V
NCj
aAj

1/ 4
23/ 4p 3/ 2#(1/ 2)

P2
,

得

  <1( N, p ) = B1Q
aN

0
x T 10( x ) + Q

]

0
s
2 V

C 1

A 1

1/ 4

p
- 1

- m 11 g1 -
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    m12g2 J- 1/ 2( sx )ds [ ( aN) 2- x
2
]
1/ 4 dx1 ( 38a)

对( 38a)式右侧进行积分、分部积分等运算,利用恒等式

  Q
t

0
x
M+ 1JM( sx )

dx

( t
2
- x

2
)
1- A = 2A- 1#( A) s- AtA+ MJA+ M( st ) ,   #(1/ 2) = P, ( 38b)

于是得如下的第二类 Fredholm积分方程组

1

V p

A 1

C1

1/ 4

<1( N, p ) + Q
1

0
[ K 11<1( G, p ) + K 12<2( G, p ) ] dG= 0. 454a1/ 4N3/ 4R0,

1

V p

A 2

C2

1/ 4

<2( N, p ) + Q
1

0
[ K 21<1( G, p ) + K 22<2( G, p ) ] dG= 0. 454a

1/ 4
N
3/ 4
D0,

( 39)

式中,积分方程的核 K ij 分别为

  K 11( N, G, p ) = 0. 489a2 NGQ
]

0
s[ m11( s , p ) -

    ( V ( C1/ A 1)
1/ 4

p )
- 1
] J1/ 4( saN) J1/ 4( saG) ds,

  K 12( N, G, p ) = 0. 489a
2

NGQ
]

0
sm12( s , p ) J1/ 4( saN) J1/ 4( saG)d s,

  K 21( N, G, p ) = 0. 489a
2

NGQ
]

0
sm21( s , p ) J1/ 4( saN) J1/ 4( saG)d s,

  K 22( N, G, p ) = 0. 489a2 NGQ
]

0
s[ m22( s , p ) -

    ( V ( C2/ A 2)
1/ 4

p )
- 1
] J1/ 4( saN) J1/ 4( saG) ds1 

将方程组( 39)化成代数方程组,用MatLab等语言工具进行编程,即可得到函数 <1 和 <2, 详细

求解过程请参见文献[ 11] 1 

4  结   语

文献[ 12]指出了针对普通材料的动态裂纹积分变换法中存在的数学问题1 在本文的研究

中,文献[ 12]提出的问题得到了成功的解决,而且也为这类问题的解决提供了一个方法1 
本文针对压电材料的动态问题,通过引入 3个势函数,并用其表示出了压电材料动态问题

的基本方程, 通过 Laplace 变换和 Fourier 变换对微分方程进行求解, 数学理论和方法成熟、缜

密;针对含 Ñ型裂纹的压电材料受冲击载荷的这一具体问题,得到了求解该问题的对偶积分方

程组,并详细地研究了将对偶积分方程组转化为第二类 Fredholm 积分方程组的方法1 本文方
法是可行的,可以成为研究压电材料动态裂纹问题的一种方法1 

致谢  本课题得到哈尔滨工业大学交叉学科发展基金资助( HIT. MD. 2000. 35) , 在此表示
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Dual Equations and Solutions of ÑOType Crack of
Dynamic Problems in Piezoelectric Materials

BIAN WenOfeng1,  WANG Biao2

( 1. P ostdoctor al Flow Station of Mater ials Science and En gin eer ing ,

Harbin Institute of Technology , Harbin 150001, P . R . Chin a ;

( 2. School of Phy sics and En gineer ing ; Sun YatOSen Un iver sity ,

Guangzhou 510275, P . R . China )

Abstract: Firstly, basic differential equations of piezoelectric materials expressed in terms of the po-

tential functions, which are introduced in the very beginning, were worked out. Then these equations

were primarily solved through Laplace transformation, semiOinfinite Fourier sine transformation and

cosine transformation. After that, the dual equations of dynamic cracks problem in the 2D piezoelec-

tric materials were founded with the help of Fourier reverse transformation and the introduction of

boundary conditions. Finally, according to the character of the Bessel function and by making ful use

of Abel integral equation and its reverse transform, the dual equations were changed into the second

type of Fredholm integral equations. The investigation indicates that the study approach taken is feas-i

ble and has potential to be an effective method to do research on issues of this kind.

Key words: piezoelectric material; dynamic crack; potential function; coupled integral equations; inte-

gral transformation
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