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行星悬浮轨道附近的编队
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摘要:  研究了不同类型的地球和火星悬浮轨道附近的相对运动1 首先, 推导了悬浮轨道附近的

相对运动方程并将相对运动方程在悬浮轨道附近线性化1 利用两种半自然编队控制率进行编队

控制,其中一种为被动控制, 对工程应用有很大的价值1 在两种控制率下, 讨论了每种悬浮轨道的

稳定区域1 由于两种控制率都不能满足特殊的火星悬浮轨道任务要求,于是, 根据该任务的要求

设计了一种特殊的半自然控制率1 该控制率既能满足编队任务的要求也能使相对运动稳定1 
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引   言

悬浮轨道的研究已经有很长一段时间,最近几十年,关于悬浮轨道的文献大量涌现
[ 1O11] 1 

最近, 龚胜平等人
[ 12]
研究了太阳悬浮轨道附近的编队1 除了太阳悬浮轨道,McInnes等人

[ 13]
曾

讨论过行星悬浮轨道的应用1 针对行星悬浮轨道的应用任务,McInnes研究了行星悬浮轨道的

动力学特征1 行星悬浮轨道是太阳帆悬浮在某行星的上空且作周期的圆周运动1 地球悬浮轨
道被提出可用来研究磁尾以及其与太阳风的相互作用1 地球悬浮轨道的其它应用包括将其和

地球同步轨道共同实现对地表面实现实时的三维成相1 火星悬浮轨道的应用也被提出[ 14] ,利

用悬浮轨道上的大太阳帆对火星进行光照从而实现对火星进行重新构建1 但是仿真结果表明

需要太阳帆的面积和质量分别达到 1013 m2 和 1010 kg 量级1 因此,一个单独的太阳帆实现此任

务并不现实1 本文提出了火星悬浮轨道附近的编队,将多颗来自小行星的小反射物分布在悬

浮轨道附近实现大帆的功能1 然后,对于如此多的小物体在悬浮轨道附近,各个小物体之间的

相对运动特征编队将变得非常重要1 
本文针对上述任务讨论了悬浮轨道附近的相对运动1 推导了相对运动方程并且将其在悬

浮轨道附近线性化1 对于不同的应用任务,研究了两种地球悬浮轨道和一种火星悬浮轨道1 
基于线性相对运动方程, 两种半自然编队控制率被用来研究相对运动的稳定性1 在两种控制
率下, 本文分析了每种轨道的稳定区域1 最后,对于特殊的火星的任务,设计了一种既能满足

火星任务要求同时存在稳定区域的半自然编队,结果表明该控制率对火星任务实际而有效1 
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1  行星悬浮轨道

因为太阳光压场在地球附近的变化量仅为 4 @ 10
- 3

, 可假设在地球和火星附近太阳光压

场均匀1 同时假设太阳帆为全反射,平面和均匀的镜面1 由于行星绕太阳的角速度相对行星

图 1  行星悬浮轨道以及坐标系的定义

附近的卫星的角速度可以忽略不计,因此行星绕

太阳的旋转被忽略1 定义惯性坐标系 OXYZ, 原

点为行星的质心, X 为行星的角速度方向, Z 为太

阳与行星的连线, Y 与X 和Z 形成右手坐标系 1 
悬浮轨道为悬浮在太阳反方向绕太阳 ) 行星连

线的的圆轨道,如图1所示 1 保持太阳帆在悬浮
轨道上, 太阳帆必须绕惯性系旋转 1 太阳帆的法
线方向可以用一个夹角 A表示, A表示从法线方

向到Z轴的交角 1 太阳光压加速度用一个参数 B

= P o/ R描述,其中 R为帆的单位面积的质量, Po

为在一个天文单位处的光压加速度 1 产生一个
半径为 Q、偏移距离为 z 0、周期为 2P/ 8 的悬浮轨

道,需要太阳帆的方向和光压加速度分别为

  
tanA=

Q
z 0

1-
8
8 *

2

,

B= 82
* 1+

Q
z 0

2

1 -
8
8*

2 2 3/ 2

z 0,

( 1)

其中 L为行星的引力常数, 8+ = L/ r 31 

2  相对运动动力学方程

本文考虑两颗星的编队, 其中主星在悬浮轨道上运行, 从星在主星附近运动1 相对运动的
状态变量在一个旋转坐标系 oNFG中定义,坐标系 oNFG的原点定义在主星上, G沿太阳 ) 行星

连线方向, N从悬浮轨道的中心指向原点, F与G和N形成右手坐标系,如图1所示 1 旋转坐标
系绕太阳 ) 行星连线以角速度 8 旋转 1 另一个旋转坐标系 Oxyz 的所有坐标轴都与 oNFG平

行,而原点定义在行星的质心 1 在旋转坐标系 oNFG中, 从星的位置可以表示为 D= [ x 2 -

x 1  y 2- y 1  z 2- z 1]
T
= [ N F G]T1 在惯性系 OXYZ中,两颗太阳帆的运动方程可表示为

  
d2
r1

dt2
= - f ( r1) + g ( B1, n1) , ( 2)

  
d

2
r2

dt
2 = - f ( r2) + g ( B2, n2) , ( 3)

其中 f ( r) = ( L/ r 3
) r 是行星的引力, g( Bi , n ) = Bi ( n#l ) 2

n 是太阳光压力 1 B1和 B2分别为

主星和从星的光压加速度1 n1和 n2分别为主星和从星的法线方向矢量1 由于假设太阳光压
场在行星处均匀, 所以太阳光的方向在上面定义的每个坐标系都可以表示为 l =

[ 0  0  1]
T1 在惯性系下的相对运动方程可以通过两式相减得到

  d
2
D

dt
2 = f ( r1) - f ( r2) + g( B2, n2) - g( B1, n1)1 ( 4)

在惯性系下的加速度和旋转坐标系下的加速度的转换关系可表示为
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  d
2
D

dt2
= &D+ 2 8 @ ÛD+ 8 @ ( 8 @ D) + Û8 @ D, ( 5)

其中 d/ dt 表示惯性系下的导数, ÛD表示旋转系下的导数 1 由于旋转坐标系作匀速旋转, 所以

Û8 = 01 于是,在旋转坐标系下的相对运动方程可以表示为

  &D+ 2 8 @ ÛD+ 8 @ ( 8 @ D) = f ( r1) - f ( r2) + g( B2, n 2) - g ( B1, n1)1 ( 6)

方程( 6)可以表示为

  &D+ 2JÛD+ MD= F( D) + f u, ( 7)

右端两项分别表示为

  f u = g( B2, n2) - g( B1, n1) , F( D) = f ( r1) - f ( r2) , ( 8)

其中

  J =

0 - 8 0

8 0 0

0 0 0

, M = -

8
2

0 0

0 82 0

0 0 0

1 

方程( 7)描述了在旋转坐标系下的相对运动动力学1 如果 f u = 0,微分方程(7) 有平衡点

D= 01 f u由太阳帆的姿态确定与轨道状态量无关 1 因此, f u的存在给平衡点的稳定性分析

带来了很大的困难 1 然而,可以通过调节太阳帆的姿态来进行轨道控制, 即可以通过调节 f u

来进行编队控制1 所以对于该问题而言,稳定性分析和轨道控制是一个不可分割的整体1 

3  相对运动方程的线性化

对于编队问题,两颗帆之间的相对距离 | r2- r1 | 与帆到太阳的距离 r1或 r2是小量1 因
此,可将 f ( r2) 在 r1 附近线性化为

  f ( r2) = f ( r1) +
5f
5 r r = r

1

D+ o
D
r1

, ( 9)

其中

  5f
5 r =

L
r

3 I3@ 3-
3L
r

5 rr
T1 

为了保持从星在主星附近,两颗太阳帆的太阳光压加速度和法线矢量都必须接近1 所以,

g ( n2, B2) 可以在( n 1, B1) 展开为

  f u = g( r2, n2, B2) - g( r1, n1, B1) =
5g
5n n= n

1
B= B

1

( n2 - n1) +

    5 g
5B n= n

1
B= B

1

( B2 - B1) + o ( n2- n1) + o
B2- B1
B1

n1 , ( 10)

其中

  5g
5B = ( l#n )

2
n ,

5g
5 n = B( l#n) 2

I3@ 3+ 2B( l#n) nlT1 

于是,线性化的相对运动方程可以表示为

  &D+ 2JÛD+ VD= N$n + P$B, ( 11)

其中

  V = M+
L
r

3
1
I3@ 3-

3L
r

5 r1 r
T
1 ,

  N = B1( l#n1)
2
I3@ 3+ 2B1( l#n1) n1l

T
,
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  P = ( l#n1)
2
n11 

对编队而言,应该寻找方程( 11)的稳定解不是渐进稳定解1 因为对方程( 11)的渐进稳定

解,从星最后将收敛到主星而无法形成编队1 本文定义相对运动稳定性为从星在主星附近运
动,随着时间的增长,从星既不发散也不收敛到主星1 本文通过计算方程( 11)的系数矩阵的特

征值来判断相对运动的稳定性,如果所有的特征值都有非正的实部并且至少有一个零实部,则

相对运动问题稳定1 

4  半自然编队

文献[ 12]研究了两类地球悬浮轨道, 第一类为极地轨道的同步轨道, 即悬浮轨道的周期

2P/ 8与轨道半径和悬浮轨道半径相等的地球极地轨道的周期相等1 悬浮轨道的半径为 Q,所

以极地轨道和悬浮轨道的周期为 8 = L/ Q
31 第二类为最优悬浮轨道,由式(1) 知悬浮轨道

需要的太阳帆的光压加速度为悬浮轨道周期的函数 1 因此通过求解 5B/ 5 8 = 0可以得到 8

= 8 * 使得悬浮轨道需要的光压加速度最小 1 文献[ 13] 讨论了火星悬浮轨道的应用任务 1 
任务要求太阳光经过太阳帆反射后必须到达火星表面 1 因此, 太阳帆在悬浮轨道上的方向由

轨道参数 Q和z 0确定为 A= 0. 5arctan( Q/ z 0) 1 同时, 悬浮轨道的周期由太阳帆的姿态确定为

8 = 8* [ 1- ( z 0/ Q) tanA] 1/ 21 
半自然编队表明两颗帆具备相同的光压加速能力,即 $B= 01 仅仅通过简单的姿态调节

来控制编队1 
1) 第一种半自然编队控制率表示为 $n = 01 该控制率保证从星的法线方向在旋转坐标

系中始终与主星的法线方向一致, 而主星的法线方向在旋转坐标系中为一个常矢量1 于是,线

性化的相对运动方程为

  &D+ 2JÛD+ VD= 01 ( 12)

( a) 第一类地球悬浮轨道, 将 8 = L/ Q
3
代入方程( 12)得

  

&N- 2
L
Q

3 ÛF+
L
r

3
1
-

L
Q3

- 3 LQ
2

r
5
1
N- 3

LQz 0

r
5
1
G= 0,

&F- 2
L
Q3ÛN+

L
r

3
1
-

L
Q3

F= 0,

&G- 3
LQz 0

r
5
1
N+

L
r

3
1
- 3

Lz 2
0

r
5
1
G= 01 

( 13)

方程( 13)的表达式太复杂无法解析求解,用数值方法来求解稳定区域1 首先数值计算系

数矩阵的特征值,如果特征值的实部小于某个正实数(如: 10
- 16

) , 则认为实部为零1 该情况下
的稳定区域为图 2中的阴影部分1 

( b) 第二类地球悬浮轨道,将 8 = 8 * 代入方程得

  

&N- 2 8ÛF- 3 8
2 Q2

r
2
1
N- 3 8

2 Qz0

r
2
1
G= 0,

&F- 2 8ÛN= 0,

&G- 3 8 2 Qz 0

r
2
1
N- 3 8 2 z

2
0

r
2
1
G= 01 

( 14)

通过积分方程( 14)中的第2式然后代入第1式进行解耦,由积分方程( 14)中的第 2式得
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图 2  $n = 0 时第一类地球悬浮轨道

的稳定区域( RE 为地球半径)

  ÛF= - 2 8( N- N0)1 ( 15)

将方程( 15)代入方程( 14) , 同时通过坐标转换将

代入后引入的常数消除1 解耦方程在新的变量下
的方程可以表示为

&Nc+ 4 - 3
Q2

r
2
1
82Nc- 3

Qz 0

r
2
1
82Gc = 0,

&Gc- 3
Qz0

r
2
1
82Nc+ 1- 3

z
2
0

r
2
1
8 2Gc= 01 

( 16)

相对运动的稳定性可以通过求解方程( 16)的特征

值来判断,方程的特征多项式可以表示为

  X
4
+ 2X

2
+ 1- 9

z
2
0

r
2
1
= 01 ( 17)

因此系统的稳定性可以通过判断方程( 17)的根的情况决定,相对运动的充分必要条件可以表

示为

  1- 9
z

2
0

r
2
1

\ 01 ( 18)

通过求解方程( 18)可以得到该情况下编队的稳定区域为 Q\ 2 2z 01 

( c) 火星悬浮轨道,联立 8 = 8 * [ 1- ( z0/ Q) tanA]
1/ 2
和 A= 0. 5arctan( Q/ z 0) 可以得到 8

= 8 * ( r
2
1- r 1z 0/ Q) , 将其代入方程( 12)得

  

&N- 2 8*
r

2
1 - r1z 0

Q
ÛF+

L
r

3
1
- 82

*
r

2
1- r 1z0

Q2 - 3
Q2

r
5
1
N- 3

LQz 0

r
5
1
G= 0,

&F- 2 8 *
r

2
1- r 1z 0

Q
ÛN+

L
r

3
1
- 82

*
r

2
1- r 1z0

Q2 F= 0,

&G- 3
LQz 0

r
5
1
N+

L
r

3
1
- 3

z
2
0

r
5
1
G= 01 

( 19)

该表达式太复杂无法解析求解,用数值方法来求解稳定区域1 数值结果表明该情况下没有稳
定区域1 

2) 第二种半自然编队控制率表示为 $A= 01 该控制率保证从星的法向方向与太阳 ) 行

星的连线的夹角始终保持与主星的一致1 对主星而言,该夹角为一常数1 于是,线性化的相对

运动方程可以表示为

  &D+ 2JÛD+ VD= N$n1 ( 20)

从星的法向方向矢量在旋转坐标系中可以表示为

  n2 = sinA
x2

x
2
2+ y

2
2

sinA
y 2

x
2
2+ y

2
2

cosA
T

, ( 21)

于是,两颗帆的法向矢量之差可以线性化为

  $n = n2- n1 =
5n
5 r r

1

D=

0 0 0

0 sinA(1/ Q) 0

0 0 0

D1 ( 22)
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将方程( 22)代入方程( 20)得

  

&N- 2 8ÛF+
L
r

3
1
- 8 2

- 3
LQ2

r
5
1
N- 3

LQz0

r
5
1
G= 0,

&F- 2 8ÛN= 0,

&G- 3
LQz 0

r
5
1
N+

L
r

3
1
- 3

Lz 2
0

r
5
1
G= 01 

( 23)

方程( 23)可以通过积分方程( 23)的第 2式然后代入方程( 23)的第 1式进行解耦, 积分方

程( 23)的第 2式得

  ÛF= - 2 8( N- N0)1 ( 24)

将方程( 24)代入方程( 23) ,并通过坐标转换消除常数得到新的变量定义的解耦微分方程

为

  

&Nc+ 82
* + 3 82

- 3 82
*
Q2

r
2
1
Nc- 3 8 2

*
Qz 0

r
2
1
Gc = 0,

&Gc- 3 82
*
Qz 0

r
2
1
Nc+ 82

* - 3 82
*

z
2
0

r
2
1
Gc = 01 

( 25)

系统的稳定性可以通过方程( 25)的系数矩阵的特征来判断, 求解系数矩阵的特征值的特

征方程可表示为

  X4
+ (3 82

- 82
* ) X2

+ 3 82 82
* - 2 8 4

* - 9 82 82
*

z
2
0

r
2
1

= 01 ( 26)

( a) 第一类地球悬浮轨道1 将 8 = L/ Q3 代入方程( 26) ,通过简单的代数计算, 得到相

对运动稳定的充分必要条件为

  2
Q
r1

3

- 9
Q
r1

2

+ 6 [ 0, ( 27)

该情况下的稳定区域为 Q\ 2. 263 5z 01 
( b) 第二类地球悬浮轨道1 该情况下稳定区域与第一种半自然编队控制率下的第二类地

球悬浮轨道的稳定区域一致, Q\ 2 2z 01 

( c) 火星悬浮轨道1 将 8 = 8* ( r
2
1 - r1z 0/ Q) 代入方程( 26) ,通过简单的代数操作,得

到相对运动稳定的充分必要条件为

  9
z 0

r 1

3

- 7
z0

r1

2

- 3
z 0

r1
+ 1 \ 0, ( 28)

该情况下的稳定区域为 Q\ 4. 039 5z 01 
对于第二种半自然编队, 每种情况都存在稳定区域1 然后第二种控制率保证 $A= 0可以

通过适当的设计太阳帆的形状实现,不需要主动控制, 因此这种编队对工程应用有很大价值1 

5  火星悬浮轨道任务的特殊半自然编队

对火星悬浮轨道而言,除了轨道的稳定性外, 控制率需要保证太阳光经过太阳帆反射后会

到达火星表面1 即,在整个任务期间都必须满足关系 A= 0. 5arctan( x
2
+ y

2
/ z )1 然而,第

二种半自然控制率不能保证该关系总能得到满足1 在第二种控制率下,太阳光经过反射后可

能偏离火星1 因此, 上面讨论的两种控制率对该特殊的火星任务都不适用1 必须引入一种既
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能满足轨道稳定性又满足任务特殊要求的新控制率1 该控制率要求从星的法向方向满足

  A=
1
2

arctan
x

2
2+ y

2
2

z 2
1 ( 29)

于是,法线方向在旋转坐标系中的投影可以表示为

  n2 = sinA
x2

x
2
2+ y

2
2

sinA
y 2

x
2
2+ y

2
2

cosA
T

1 ( 30)

将该矢量在主星的法向矢量附近线性化得到

  $n = n2- n1 =
5n
5 r r

1

D=

J11 0 J13

0 J22 0

J31 0 J33

D, ( 31)

其中

  J11 =
2Qz 0

4r 3
1K

, J13 = -
2Q2

4r 3
1K

, J22 =
K
2Q

,

  J31 =
2K

4( r - z 0)
2 -

Q2

r
2
1
-

Q2

r 1( r 1- z )
,

  J33 =
2QK

4( r1 - z0)

z 0

r
2
1
+

K2

r 1- z 0
,

  K=
r 1- z 0

r 1
1 

将方程( 31)代入方程( 20)得

  

&N- 2 8ÛF+
L
r

3
1
- 8

2
-

3LQ2

r
5
1

- Bcos
2
A1J11- Bsin2A1J31 N-

  
3LQz 0

r
5
1

+ Bcos2A1J13 + Bsin2A1J33 G= 0,

&F+ 2 8ÛN= 0,

&G-
3LQz 0

r
5
1

+ 3Bcos2A1J31 N+
L
r

3
1
- 3

Lz 2
0

r
5
1
- 3Bcos2A1J33 G= 01 

( 32)

方程( 32)可以通过积分方程( 32)的第 2式然后代入方程( 32)的第 1式进行解耦, 积分方

程( 32)的第 2式得

  ÛF= - 2 8( N- N0)1 ( 33)

将方程( 33)代入方程( 32) ,并通过坐标转换消除常数得到以新的变量定义的解耦微分方

程为

  

&Nc+
L
r

3
1
+ 3 8

2
-

3LQ
2

r
5
1

- Bcos
2
A1J11- Bsin2A1J31 Nc-

  
3LQz 0

r
5
1

+ Bcos2A1J13 + Bsin2A1J33 Gc = 0,

&Gc-
3LQz 0

r
5
1

+ 3Bcos2A1J31 Nc+
L
r

3
1
- 3

Lz 2
0

r
5
1
- 3Bcos2A1J33 Gc = 01 

( 34)

该表达式太复杂无法解析求解稳定区域,用数值方法来求解该情况下的稳定区域1 该情
况下的稳定区域为图 3中的阴影部分1 结果表明,在该控制率下大量的稳定轨道存在1 因此
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图 3 火星悬浮轨道在特殊控制率下

的稳定区域( RM为火星半径)

可以将小反射体置于稳定区域内的悬浮轨道附

近,采用该控制率进行编队控制1 小反射体将会
在悬浮轨道附近运动且太阳光经过反射体反射后

将到达火星表面1 所以此控制率对于该特殊的火
星任务非常的有效1 

6  结   论

编队飞行非常适合目前提出的各种有关悬浮

轨道的任务1 本文将悬浮轨道和编队飞行结合,

讨论各种不同悬浮轨道附近的编队飞行的稳定性

问题1 首先, 通过相对运动的建模得到相对运动

的动力学方程, 基于该方程讨论了两种半自然编

队控制率1 研究结果表明, 对于两种控制率都存

在某些稳定的悬浮轨道附近的编队1 但对于特殊的火星任务,两种编队控制都不能满足任务

的要求,于是引入了特殊的编队控制率1 该控制率既使相对运动稳定,而且满足任务的要求1 
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Formation Around Planetary Displaced Orbit

GONG ShengOping,  LI JunOfeng,  BAOYIN HeOxi
( School of Aerospace , Tsinghua Univer sity , Beijing 100084, P . R . Chin a )

Abstract: The relative motion around the planetary displaced orbit is investigated. Several kinds of

displaced orbits for geocentric and Martian cases were discussed. First, the relative motion is lin-

earized around the displaced orbits. Then, two semiOnatural control laws were investigated for each

kind of orbit and the stable regions were obtained for each case. One of the two control laws is the

passive control law that is very attractive for engineering practice. However, the two control laws are

not very suitable for the Martian mission. Another special semiOnatural control law was designed

based on the requirement of the Martian mission. The results show that large stable regions exist for

the control law.

Key words: displaced orbit; solar sail; relative motion; formation flying
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