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直觉 Menger空间中的广义压缩映射原理
及其在微分方程中的应用
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摘要:  利用Atanassov的思路,将直觉Menger 空间定义为由Menger 提出的Menger空间的自然推广1 

同时也得出一个新广义压缩映射,并运用该压缩映射证明了直觉Menger 空间中微分方程解的存在

性定理1 
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引   言

度量空间概念的许多推广, 可以通过修改设置距离函数的条件来获得1 其中推广的

Menger空间,首先由Menger[ 1]提出并由 Schweizer和 Sklar[ 2O4]、Chang[ 5]和其他人[ 6O11]发展完善1 
根据Menger 的理论,两点 x 和y 之间的距离d( x , y ) 被当作一个概率,就是说Menger提出将非

负数 d( x , y ) 替换为距离分布函数 Fxy : R y R
+ 1 那么,对任意实数 t , Fxy( t ) 的值被描述为 x

和 y 之间的接近程度1 通过修改 Kramosil和Michalek [ 12]的理论, George和 Veeramani[ 13]引入了

模糊度量空间, 这与Menger 空间十分相似
[ 10O11, 14] 1 Park

[ 15]
推广了模糊度量空间的概念,提出

直觉模糊度量空间1 

本文对由Menger[ 1]提出的Menger 空间进行推广,根据 tO模和 tO余模定义了直觉Menger

空间的概念1 在这个直觉 Menger 空间上定义了Hausdorff拓扑,并证明了每一个度量诱导出一

个直觉概率度量1 进一步,引入了 Cauchy序列概念, 给出了使一个直觉 Menger空间完备的充

分必要条件1 得到了新的广义压缩映射原理,并运用该原理证明了直觉 Menger 空间上的微分

方程解的存在性定理1 

1  直觉Menger 空间

定义 1  二元运算 T : [ 0, 1] @ [ 0, 1] y [ 0, 1] 为 tO模,当T 满足以下条件: ( a) T 为可交换
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和可结合的; ( b) T ( a, 1) = a 对所有a I [ 0, 1] ; ( c) T( a, b) [ T( c, d ) 对 a [ c, b [ d 且

a , b, c, d I [ 0, 1] 1 
定义 2  二元运算 S: [ 0, 1] @ [ 0, 1] y [ 0, 1] 为 t O余模当且仅当 S 满足以下条件: ( a) S

为可交换和可结合的; ( b) S ( a, 0) = a,对所有 a I [ 0, 1] ; ( c) S ( a, b ) [ S( c, d) ,当 a [ c,

b [ d 且a , b, c, d I [ 0, 1] 1 

注 1  tO模T和 tO余模S 分别是为了描述模糊交和模糊并而提出的公理化概念,最早由M enger
[1]
在研究

统计度量空间时提出,并由许多研究者[ 2, 6O7, 9O11, 13O14]对此概念进行了实例阐述1 从文献[ 15]中得到:

( a) 对任意 a, b I (0, 1) 有 a > b ,则存在 c, d I (0, 1) 满足 T ( a, c) \ b, S ( b , d ) [ a;

( b) 对任意 a I ( 0, 1) ,存在 b, c I (0, 1) 使得 T ( b, b ) \ a, S( c, c) [ a1 

在本文中, 记 R = (- ] , ] ) , R+ = [ 0, ] ] 1 

定义 3(见文献[ 3] )  距离分布函数 F : R y R
+ 在 R上左连续、非递增且 inft I RF ( t) = 0,

supt I RF ( t) = 11 记 D 表示所有的距离分布函数,H 表示D 中满足以下条件的特殊元素:

  H ( t) =
0,   若 t [ 0,

1,   若 t > 01 
如果 X 为非负集, F : X @ X y D称为X 上的概率距离,并记 F ( x , y ) 为 Fxy 1 

定义 4  反距离分布函数L : R y R
+ 在R上右连续、非递增且 inft I RL ( t ) = 1, sup t I RL( t )

= 01 记 E 表示所有的反距离分布函数, G 表示E 中满足以下条件的特殊元素:

  G( t) =
1,   若 t [ 0,

0,   若 t > 01 

如果 X 为非空集,则 L : X @ X y E 称为X 上的概率反距离,并记 L ( x , y ) 为 Lxy1 
定义 5  如果 X 为非空集, F、L 分别为X 上的概率距离和概率反距离,且对所有 x , y , z I

X , t , s \ 0满足以下条件, 则称三元组( X , F , L ) 为一个直觉概率度量空间1 
( a) Fxy ( t ) + Lxy( t ) [ 1;

( b) Fxy(0) = 0;

( c) Fxy ( t ) = H ( t ) 当且仅当 x = y ;

( d) Fxy( t ) = Fyx ( t ) ;

( e) 若 Fxz ( t ) = 1且 Fzy( s ) = 1则 Fxy ( t + s) = 1;

( f) Lxy(0) = 1;

(g) Lxy ( t ) = G ( t ) 当且仅当 x = y ;

( h) Lxy( t ) = Lyx ( t )1 
( i) 若 Lxz ( t ) = 0且 L zy( s) = 0则 Lxy( t + s ) = 0;

若已验证 T 满足 tO模, S 满足 t O余模,且满足以下三角不等式:

( j) Fxy( t + s ) \ T( Fxz ( t ) , Fzy( s ) ) ,

( k) Lxy( t + s ) [ S ( Lxz ( t ) , L zy ( s) ) ,

则称 ( X , F , L , T , S ) 为一个直觉Menger空间1 函数 Fxy( t ) 和Lxy( t )分别表示参数为 t时x 和

y 之间的接近度和反接近度1 

注 2 每一个M enger空间 (X , F, T ) 是一个形式为(X , F, 1- F, T , S) 的直觉Menger空间, 其中 tO模T 和

tO余模 S 是相关联的[ 6] ,即对任意 x , y I X , S( x , y ) = 1- T ( 1- x , 1- y )1 
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例 1(诱导直觉概率度量)  令 ( X , d) 为一个度量空间 1 则对所有 x , y I X 和 t \ 0,度

量 d 导出距离分布函数F: Fxy( t ) = H ( t - d ( x , y ) ) 和反距离分布函数 L : Lxy ( t ) = G ( t -

d ( x , y ) ) , 从而( X , F, L ) 为一个直觉概率度量空间1 称为由度量d 诱导出的直觉概率度量空

间 1 若对所有 a, b I [ 0, 1] , 有 tO模T 满足T( a , b) = min a, b 、tO余模 S 满足S( a, b) =

min 1, a + b ,则( X , F, L, TM , SM) 为一个直觉Menger空间1 

注 3 注意到以上示例中,与 tO模T ( a, b ) = min a, b 和tO余模 S ( a, b) = max a, b 一起存在, 对任

意 tO模和 tO余模, (X , F, L , T , S ) 为一个直觉M enger空间1 还注意到在以上的例子中 tO模 T 和 tO余模 S

并没有关联1 

2  直觉概率度量的拓扑诱导

本节阐述一个直觉概率度量的一个拓扑1 该拓扑诱导出, 一大类直觉概率度量空间为

Hausdorff空间1 还证明了在给出的拓扑的大量的直觉概率度量空间是可度量的1 
定理 1  令 ( X , F , L ) 为一个直觉概率度量空间, T , S 为[ 0, 1] @ [ 0, 1] 上到[ 0, 1] 的二元

运算,对 a, b , c, d I [ 0, 1] 且 a [ c, b [ d 时, T、S 满足T( a, b) [ T ( c, d ) , S( a, b) [ S( c,

d ) ,以及 sup t< 1T( t , t ) = 1, inf t< 1S (1- t , 1- t) = 0,那么 U= UE, K E> 0, KI (0, 1) 为X @ X 上

Hausdorff一致性的基, 其中

  UE, K= ( x , y ) I X @ X : Fxy ( E) > 1 - K, Lxy ( E) < K 1 

证明  由Kelly[ 16]和 Schweizer[ 4]等的术语, 我们证明 UE, K满足 Hausdorff 一致(或分离)的

基的公理1 
( a) 令 + = ( x , x ) : x I X 并给出UE, K,因对任意 x I X , Fxx ( E) = 1和 Lxx( E) = 0有

( x , x ) I UE, K,从而有 + < UE, K1 
( b) 因为 Fxy ( t ) = Fyx( t ) , Lxy( t ) = Lyx ( t ) ,所以 UE, K是对称的1 

( c) 给定 UE, K1 以下说明存在一个 W I U满足 W . W < U1 
假设 Kc足够小, 从而 T (1- Kc, 1- Kc) > 1- K, S ( Kc, Kc) < K1 还假设( x , y ) 和( y , z )

属于 W( E/ 2, Kc) ,从而 Fxy ( E/ 2) > 1- Kc, Fyz ( E/ 2) > 1- Kc, Lxy( E/ 2) < Kc和Lyz( E/ 2) < Kc1 
则根据定义5中的( j)和( k)有

  Fxz ( E) \ T Fxy
E
2

, Fyz
E
2

\ T( 1- Kc, 1- Kc) > 1- K,

  Lxz ( E) [ S Lxy
E
2

, Lyz
E
2

[ S( Kc, Kc) < K,

即 ( x , z ) I UE, K,其中 W . W < U1 
( d) UE, K和UE/ 2, Kc的交集Umin( E,E/ 2) ,min( K, Kc) 是 U中的一员 1 从而,簇 U为 X @ X 上一个

一致基1 
( e) 若 x X y ,则存在一个 E> 0, 满足 Fxy( E) X 1和Lxy ( E) X 01 从而,存在 E0、K0使得

Fxy( E0) = 1- K0和 Lxy( E0) = K01 从而得出( x , y ) 不在 U( E0, K0) 中,由簇 U生成的一致基

分离的,即Hausdorff是分离的1 t

注4  尤其对满足 supt < 1T ( t, t ) = 1 和 inf t < 1S( 1- t, 1 - t) = 0 的所有直觉Menger 空间,定理 1 同样成

立1 该定理同样适用于不是直觉M enger空间的直觉概率度量空间1 

推论 1  令 ( X , F , L ) 为满足定理 1 假设的直觉概率度量空间, 则集合 UE, K( x ) =
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y I X : Fxy ( E) > 1- K, Lxy( E) < K 为X上Hausdorff拓扑 S( F, L) (或( E- K) 拓扑)的邻域基1 

证明  这些集合在 X 上是由 U诱导出的一致拓扑的一个邻域基1 t

注 5 在推论 1 中,若 A 为X 的一个开子集, 当且仅当对每一个 x I A , 存在 E> 0 和 K I (0, 1) 使得

UE, K( x ) = y I X : Fxy ( E) > 1 - K, Lxy (E) < K 属于A1 

定理 2  若一个直觉概率度量空间满足定理 1的假设,那么由集合 UE, K( x ) 决定的拓扑为

可度量的1 

证明  根据文献 [ 16] 186 的结论, 若 ( En , Kn 为一个收敛于(0, 0) 的序列, 则集合体

U( En, Kn ) 为 U的一个可数基1 t

令 ( X , F) 为一个概率度量空间, T 为[ 0, 1] @ [ 0, 1] 到[ 0, 1] 上的二元运算, 对 a, b, c, d

I [ 0, 1] , a [ c, b [ d ,该运算满足T ( a, b ) [ T( c, d) 和 sup t < 1T ( t , t ) = 11 在文献[ 4] 中

已证得( X , F ) 为拓扑 SF中由簇 U
F
E, K( x ) E> 0, KI (0, 1) 导出的Hausdorff拓扑空间,式中 U

F
E, K( x )

= y I X : Fxy ( E) > 1- K 1 
命题 1  令 ( X , F , L ) 为满足定理 1假设的一个直觉概率度量空间,则对每一个 x I X , E

> 0, K I (0, 1) 有 UE, K( x ) = U
F
E, K( x ) 1 

证明  显然有 UE, K( x ) < U
F
E, K( x )1 现在假设 y I U

F
E, K( x ) ,则 Fxy ( E) > 1- K1 这样,

根据定义 5的条件( a) 有 1 \ Fxy( E) + Lxy( E) > 1- K+ Lxy( E) 1 从而有 Lxy( E) < K,因此 y

I UE, K( x )1 t

定理 3  令 ( X , F , L ) 为满足定理 1假设的一个直觉概率度量空间, 则拓扑 S( F, L ) 和拓扑

SF 在X 上重合1 

定理 4  令 ( X , F , L ) 为满足定理 1 假设的一个直觉概率度量空间, 则对 X 中的序列

x n ,有 xn y x 当且仅当Fxx
n
( t ) y 1和 Lxx

n
( t ) y 0,其中 n y ] 1 

证明  取 t > 0, 假设 xn y x ,则对 KI (0, 1) ,存在一个整数 n0 = n0( E, K) I N,对所有

n \ n0满足 xn I Ut, K( x ) 1 则有1- Fxx
n
( t ) < K和Lxx

n
( t ) < K,从而有 Fxx

n
( t ) y 1和Lxx

n
( t )

y 0,其中 n y ] 1 
相反地, 若当 n y ] , 对每一个 t > 0有 Fxx

n
( t ) y 1和 Lxx

n
( t ) y 0,则对 K I (0, 1) ,存

在一个整数 n0 = n0( E, K) I N使得对所有 n \ n0有 1- Fxx
n
( t ) < K和Lxx

n
( t ) < K1 对所

有 n \ n0,有 Fxx
n
( t ) > 1 - K和Lxx

n
( t ) < K1 从而有 x n I Ut , K( x ) 和 x n y x1 t

定义 6  令 ( X , F, L , T , S) 为一个直觉 Menger 空间, 并满足 sup t< 1T( t , t ) = 1 和

inft < 1S(1 - t , 1 - t) = 01 

( a) 若对每一个 E> 0和 KI (0, 1) ,存在一个正整数 n0 = n0( E, K) 使得对所有 n, m \

n0,满足式 Fx
n
x
m
( E) > 1- K和Lx

n
x
m
( E) < K,则 X 中的序列 x n 称为 Cauchy序列1 

( b) 当一个直觉Menger空间中的每一个 Cauchy序列是收敛的,则称它为完备的1 
定理 5  令 ( X , F , L , T , S ) 为满足 sup t < 1T ( t , t ) = 1和 inft < 1S (1- t , 1- t) = 0的直觉

Menger空间, 若在 X 中的每一个 Cauchy 序列有收敛子序列, 则( X , F , L , T , S ) 为完备的1 

证明  令 x n 为一个Cauchy序列, x n
i 为收敛于 x 的 x n 的子序列 1 现在证明 x n y

x1 令 t > 0和 E I (0, 1) 1 选择 KI (0, 1) , 使得 T(1- K, 1- K) \1- E和S ( K, K) [ E1 

因为 x n 为一个Cauchy序列, 则存在一个正整数 n0使得对所有 n , m \ n0, 满足 Fx
n
x
m
( t / 2) >
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1 - K和Lx
n
x
m
( t / 2) < K1 因为 x n

i
y x , 则存在一个正整数 nj ,满足 nj > n0, Fx

nj
x ( t / 2) > 1 -

K和Lx
n
j

x ( t / 2) < K1 若 n \ n0, 则有

  Fx
n
x( t ) \ T Fx

n
x
n
j

t
2

, Fx
n
j
x

t
2 > T (1- K, 1 - K) \ 1- E,

  Fx
n
x( t ) [ S Lx

n
x
n
j

t
2

, Fx
n
j
x

t
2 < S ( K, K) [ E,

从而 x n y x , 因此( X , F, L, T , S) 是完备的1 t

注 6 若 (X , d) 是完备的,则导出的直觉Menger空间( X , F, L, TM , SM) 也是完备的1 

引理 1  令 ( X , F , L , T , S ) 为满足 sup t < 1T ( t , t ) = 1和 inft < 1S (1- t , 1- t) = 0的一个

直觉Menger空间 1 令 xn 、y n 为X 中分别满足 xn y x , y n y y 的两个序列1 
( a) 对 t \ 0,有 lim infn y ] Fx

n
y
n
( t ) \ Fxy( t ) 和 lim supny ] Lx

n
y
n
( t ) [ Lxy( t ) 1 

( b) 若 t \0为 Fxy 和Lxy 的一个连续点,则有 limn y ] Fx
n
y
n
( t ) = Fxy ( t ) 和 limn y ] Lx

n
y
n
( t )

= Lxy( t ) 1 
证明  若 t = 0,则对所有 n, 满足 Fx

n
y
n
(0) = 0 = Fxy(0) 和 Lx

n
y
n
(0) = 1 = Lxy (0) 1 

( a) 假设给定 t > 0, 0 < E< t 1 根据定义 5的( j)和( k)有

  Fx
n
y
n
( t ) \ T (Fx

n
x ( E/ 2) , T ( Fxy ( t - E) , Fyy

n
( E/ 2) ) ) ,

  Lx
n
y
n
( t ) [ S ( Lx

n
x( E/ 2) , S ( Lxy ( t - E) , Lyy

n
( E/ 2) ) ) ;

  lim inf
n y ]

Fx
n
y
n
( t ) \ T(1, T ( Fxy ( t - E) , 1) ) = Fxy ( t - E) ,

  lim sup
n y ]

Lx
n
y
n
( t ) [ S (0, S ( Lxy ( t - E) , 0) ) = Lxy ( t - E)1 

从而得到

  lim inf
n y ]

Fx
n
y
n
( t ) \ Fxy( t ) , lim sup

ny ]
Lx

n
y
n
( t ) [ Lxy( t ) 1 

( b) 取 E> 0满足 E< t / 21 则存在 n0 I N, 对所有 n \ n0满足

  Fx
n
y
n
( t ) \ Fx

n
y
n
( t - E) \ T( Fx

n
x ( E/ 2) , T ( Fxy ( t - 2E) , Fyy

n
( E/ 2) ) ) ,

  Lx
n
y
n
( t ) [ Lx

n
y
n
( t - E) [ S ( Lx

n
x( E/ 2) , S ( Lxy( t - 2E) , Lyy

n
( E/ 2) ) ) ;

  Fxy ( t + 2E) \ Fxy ( t + E) \ T( Fxx
n
( E/ 2) , T ( Fx

n
y
n
( t ) , Fy

n
y ( E/ 2) ) ) ,

  Lxy ( t + 2E) [ Lxy ( t + E) [ S ( Lxx
n
( E/ 2) , S ( Lx

n
y
n
( t ) , Ly

n
y( E/ 2) ) ) 1 

令 n y ] , 这意味着
  l im

ny ]
Fx

n
y
n
( t ) \ T(1, T ( Fxy ( t - 2E) , 1) ) = Fxy ( t - 2E) ,

  l im
ny ]

Lx
n
y
n
( t ) [ S (0, S( Lxy ( t - 2E) , 0) ) = Lxy ( t - 2E) ;

  Fxy ( t + 2E) \ T (1, T ( lim
n y ]

Fx
n
y
n
( t ) , 1) ) = lim

ny ]
Fx

n
y
n
( t ) ,

  Lxy ( t + 2E) [ S(0, S ( lim
n y ]

Lx
n
y
n
( t ) , 0) ) = lim

ny ]
Lx

n
y
n
( t )1 

因为 t > 0为 Fxy 和Lxy 的连续点,从而导出 Fxy ( t ) = lim
n y ]

Fx
n
y
n
( t ) 和 Lxy( t ) = l im

ny ]
Lx

n
y
n
( t )1 

t

3  直觉Menger 赋范空间

作为 Schweizer和 Sklar[ 3]的Menger赋范空间的推广,本节将定义直觉Menger赋范空间1 

定义 7  如果 X 为一个实向量空间, F为一个从X 到D 的距离分布映射, L 为X 到E 的一
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个反距离分布映射, T 和S 分别为连续的tO模和连续的 tO余模,则称五元组( X , F , L , T , S) 为
一个直觉Menger赋范空间 1 对所有 x , y , z I X , t , s \ 0, ( X , F, L , T , S) 满足以下条件:

( a) Fx ( t ) + Lx( t ) [ 1;

( b) Fx(0) = 0;

( c) Fx ( t ) = H ( t ) 当且仅当 x = y ;

( d) 对每一个 A X 0, FAx( t ) = Fx ( t / | A| ) T ;

( e) Fx+ y( t + s ) \ T( Fx ( t ) , Fy ( s) ) ;

( f) Lx (0) = 1;

(g) Lx ( t ) = G ( t ) 当且仅当 x = y ;

( h) 对每一个 A X 0, LAx( t ) = Lx ( t / | A| ) ;

( i) Lx+ y( t + s) [ S ( Lx ( t ) , Ly ( s) ) 1 
这时,称 ( F, L) 称为直觉Menger范数1 

定义 8  如果对每一 E> 0和 KI (0, 1) ,存在一个正整数 n0 = n0( E, K) ,满足对所有 n ,

m \ n0有 Fx
n
- x

m
( E) > 1- K和Lx

n
- x

m
( E) < K, 则称直觉Menger赋范空间( X , F, L , T , S ) 中

的一个序列 x n 是一 Cauchy 序列 1 如果对每一个 t \ 0, 当 n y ] 时有 Fx
n
- x( t ) y 1和

Lx
n
- x( t ) y 0, 则称序列 x n 收敛于X 中的x ,并记为 x n y x 1 一个直觉Menger赋范空间为完

备的当且仅当其中每一个 Cauchy 序列为收敛的1 
引理 2  令 ( X , F , L , T , S ) 为一个直觉Menger赋范空间 1 若定义 Fxy( t ) = Fx- y ( t ) 和

Lxy ( t ) = Lx- y ( t ) ,则( X , F, L , T , S) 为由直觉Menger赋范数( F , L ) 导出的直觉Menger空间1 

引理 3  令 ( F , L ) 为X上的直觉Menger范数1 则对每一个 t \0和 x , y I X , 有Fx- y( t )

= Fy- x ( t ) , Lx- y ( t ) = Ly- x ( t )1 

定义 9  令 ( X , F , L , T , S ) 为一个直觉Menger赋范空间 1 则簇 U= UE, K E> 0, KI ( 0, 1) ,

其中 UE, K= ( x , y ) I X @ X : Fx- y( E) > 1- K, Lx- y ( E) < K为X @ X 上的Hausdorff一致

基1 注意到该拓扑与由直觉概率度量引出的拓扑完全相同1 

4  广义压缩映射

定理 6  令 ( X , F , L , T , S) 为一个完备的直觉Menger空间, 对所有 t I [ 0, 1] ,有 T( t , t )

\ t 和S(1 - t , 1 - t) [ 1 - t 1 令映射 A : X y X 满足以下条件:

  FAxAy ( t ) \ Fxy( t / k ( A, B) ) , ( 1)

  LAxAy ( t ) [ Lxy( t / k ( A, B) )1 ( 2)

对所有 x , y I X , t \0和 A, B I (0, ] ) 有 Fxy ( A) > 0, Fxy ( B) < 1, Lxy ( A) < 1和Lxy ( B) >

0, 其中 k ( A, B) : (0, ] ) 2 y (0, 1) 为一个函数 1 则 A 在X 中存在一个唯一不动点1 
证明  第一步1 对任意给定的 E> 0和 KI (0, 1) ,存在 x 0 I X 和x 0的一个( E, K) O邻域

N ( x0, E, K) = x I X : Fxx
0
( E) > 1 - K, Lxx

0
( E) < K , 满足 A: N ( x0, E, K) y N ( x 0, E, K) 1 

假定相反, 则存在 E0 > 0 和 K0 I (0, 1) , 使得对每一个 x I X , 存在一个 x 1 I X , 满足

Ax 1 /I N ( x1, E0, K0) , 即是

  Fxx
1
( E0) > 1- K0, FAx

1
x( E0) [ 1- K0, ( 3)

  Lxx
1
( E0) < K0, LAx

1
x( E0) \ K01 ( 4)
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情况 Ñ  若 Fxx
1
( E0/ 2) > 1- K0/ 2和 Lxx

1
( E0/ 2) < K0/ 2, 则

  FxAx
1
( E0) \ T ( FxAx( E0/ 2) , FAxAx

1
( E0/ 2) ) , ( 5)

  LxAx
1
( E0) [ S( LxAx( E0/ 2) , LAxAx

1
( E0/ 2) )1 ( 6)

若 x = x 1,则 FAxAx
1
( E0/ 2) = 1和 LAxAx

1
( E0/ 2) = 01 由式( 3) ~ ( 6)可得

  1- K0 \ FxAx
1
( E0) \ FxAx( E0/ 2) , ( 7)

  K0 [ LxAx
1
( E0) [ LxAx ( E0/ 2)1 ( 8)

若 x X x 1, 则存在 t 0 > 0使得 Fxx
1
( t 0) < 1和 Lxx

1
( t 0) > 01 由条件( 1)、( 2)和情况 Ñ的假设,

有

  FAxAx
1
( E0/ 2) \ Fxx

1
( E0/ 2k ( E0/ 2, t 0) ) \ Fxx

1
( E0/ 2) > 1- K0/ 2,

  LAxAx
1
( E0/ 2) [ Lxx

1
( E0/ 2k ( E0/ 2, t0) ) [ Lxx

1
( E0/ 2) < K0/ 21 

从式( 3) ~ ( 6)式可得

  T (FxAx ( E0/ 2) , 1- K0/ 2) [ T (FxAx ( E0/ 2) , FAxAx
1
( E0/ 2) ) [ FxAx

1
( E0) [ 1- K0,

  S( LxAx( E0/ 2) , K0/ 2) \ S ( LxAx ( E0/ 2) , LAxAx
1
( E0/ 2) ) \ LxAx

1
( E0) \ K01 

从而有

  FxAx( E0/ 2) [ 1- K0, LxAx ( E0/ 2) \ K01 ( 9)

情况 Ò  若 Fxx
1
( E0/ 2) [ 1- K0/ 2和 Lxx

1
( E0/ 2) \ K0/ 2, 则根据条件( 1)和( 2) , 有

  FxAx
1
( E0) \ T ( FxAx( (1 - k ( E0/ 2, E0) ) E0) , FAxAx

1
( k( E0/ 2, E0) E0) ) \

    T ( FxAx( ( 1- k ( E0/ 2, E0) ) E0) , Fxx
1
( E0) ) ,

  LxAx
1
( E0) [ S( LxAx( (1- k( E0/ 2, E0) ) E0) , LAxAx

1
( k ( E0/ 2, E0) E0) ) [

    S( LxAx ( (1- k ( E0/ 2, E0) ) E0) , Lxx
1
( E0) )1 

由式( 3)和( 4) ,有

  1- K0 \ FxAx
1
( E0) \ T (FxAx ( (1 - k ( E0/ 2, E0) ) E0) , 1- K0) \

    FxAx ( (1- k( E0/ 2, E0) ) E0) ,

  K0 [ LxAx
1
( E0) [ S ( LxAx( (1- k ( E0/ 2, E0) ) E0) , K0) [

    LxAx( (1- k( E0/ 2, E0) ) E0) 1 

假设 v0 = min E0/ 2, (1 - k ( E0/ 2, E0) ) E0 , 则通过式( 9)可得

  FxAx( v0) [ 1- K0, LxAx( v0) \ K01 ( 10)

因为 limt y ] Fx
0
Ax

0
( t ) = 1和 lim ty ] Lx

0
Ax

0
( t ) = 0,所以对任意固定的 x 0 I X ,存在一个 t 1

> 0使得 Fx
0
Ax

0
( t 1) > 0和 Lx

0
Ax

0
( t1) < 11 对 t \ 0和 n = 1, 2, ,, 易知 FA nx

0
A
n+ 1
x

0
( t ) \

Fx
0
Ax

0
( t / k

n
( t , t 0) ) 和 LA nx

0
A
n+ 1
x

0
( t ) [ Lx

0
Ax

0
( t / k

n
( t , t 0) ) 1 取 t = v0, 对 n = 1, 2, ,, 有

FA nx
0
A
n+ 1
x

0
( v0) \ Fx

0
Ax

0
( v0/ k

n
( v0, t 0) ) 和 LA nx

0
A
n+ 1
x

0
( v0) [ Lx

0
Ax

0
( v0/ k

n
( v0, t 0) )1 令 n 足够大

使得 Fx
0
Ax

0
( v0/ k

n
( v0, t 0) ) > 1- K0和 Lx

0
Ax

0
( v0/ k

n
( v0, t 0) ) < K0, 则有 FA nx

0
A
n+ 1
x

0
( v0) > 1- K0

和 LA nx
0
A
n+ 1
x

0
( v0) < K01 该式与(10) 式相矛盾, 于是证明完成 1 由于A 满足条件(1) 和(2) 且

A 为连续的,因此 A : N ( x 0, E, K) y N ( x 0, E, K) 1 

第二步1 任意给定 En > 0和 Kn I (0, 1) ,对 n = 1, 2, ,有 En > En+ 1, Kn > Kn+ 1, En y 0+

和 Kn y 0+ 1 根据第一步得出的结论,存在 xn I X 和一个x n 的( En, Kn) O邻域 N ( x n, En , Kn) ,

对 n = 1, 2, ,, 有 A : N( xn , En, Kn) y N ( xn, En, Kn )1 明显地, 对所有 n \ 1, 有
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N ( xn+ 1, En+ 1, Kn+ 1) A N ( x n, En, Kn) 1 从而A : H n\1 N( xn , En, Kn) y H n\1 N ( x n, En, Kn) 1 现

在证明: H n\1 N( xn , En, Kn) X ª1 对任意给定的 E> 0, K I (0, 1) 和足够大的 n 满足En <

E和Kn < K,选择 tn, m I ( En, E) 使 tn, m为Fx
n
x
n+ m
( t ) 和 Lx

n
x
n+ m
( t ) 的一个连续点 1 因为根据引

理1有 x n+ m I N( xn , En, Kn) ,因此 Fx
n
x
n+ m
( E) \ Fx

n
x
n+ m
( t n, m) \1- Kn > 1- K和Lx

n
x
n+ m
( E) [

Lx
n
x
n+ m
( tn, m) [ Kn < K1 该式表明 xn 为直觉Menger 空间 X 中的一个 Cauchy序列 1 令 x n

y x ,则有 x I H n\1 N ( x n, En, Kn )1 从而证得 H n\1 N ( xn, En, Kn ) X ª1 

第三步1 最后证明 H n\1 N ( x n, En , Kn) 只包含一个点 1 假设情况相反, 则存在 x , y

I H n\1 N ( x n, En, Kn) ,使 x X y1 从而存在 t 0 > 0和 K0 I (0, 1) ,满足 Fxy( t 0) < K0, Lxy ( t 0)

> 1- K01 令 n足够大以使En < t 0/ 2和1- Kn > K0,则有Fxy( t 0) \T ( Fxx
n
( t 0/ 2) , Fx

n
y ( t0/ 2) )

和 Lxy( t 0) [ S ( Lxx
n
( t 0/ 2) , Lx

n
y( t 0/ 2) ) 1 取 t n, sn I ( En, t 0/ 2) 以使 t n为Fxx

n
( t ) 和 Lxx

n
( t ) 的

一个连续点, sn 为 Fx
n
y ( t ) 和 Lx

n
y( t ) 的一个连续点, 则有 Fxx

n
( tn) \ 1 - Kn , Lxx

n
( tn ) [ Kn ,

Fx
n
y ( sn) \1- Kn 和Lx

n
y ( sn) [ Kn, 因此有 Fxy ( t0) > K0和 Lxy( t 0) < 1- K0,从而出现矛盾 1 

因此 H n\1 N ( x n, En , Kn) 只包含一个点且该点为 A 的唯一不动点1 t

定义 10  令 ( X , F, L , T , S ) 为直觉Menger空间, W为X 的一个子集, 如果满足以下条件:

  sup
t> 0

inf
x, y I W

Fxy ( t ) = 1, inf
t> 0

sup
x , y I W

Fxy( t ) = 0,

则称 W为直觉概率有界的1 
定理 7  令 ( X , F , L , T , S) 为一个完备直觉Menger赋范空间, C为X的一个直觉概率有界

闭凸子集, A : C y X 为广义压缩映射, Q: C y X 为一个Q( C) 是相对紧的连续映射 1 若对所

有 x , y I C 有Ax + Qy I C, 则 A + Q在C 中有一个不动点1 
证明  对任意给定的 y I C ,已知 Ax + Qy : C y C为广义压缩映射 1 根据定理 1, Ax +

Qy 有一个不动点x ( y ) I C ,满足 x ( y ) = Ax ( y )+ Qy 1 现在定义一个映射 P 为:对所有 y I C ,

Py = x ( y ) ,其中 x ( y ) 为 Ax + Qy 的唯一不动点 1 很明显, P 为从C 到 C 的一个连续映射且

P ( C) 为相对紧的 1 从而存在 z I C ,使得 z = Pz 1 取 y = z , 则有 z = Pz = x ( z) = Ax ( z) +

Qz 即 z = Az + Qz1 从而定理得证1 t

5  直觉Menger 赋范空间中的微分方程

本节将利用第 4节给出的结论,证明直觉Menger 赋范空间中一类微分方程解的存在性1 
令 ( X , F, L , T , S) 为一个直觉Menger赋范空间, C( [ 0, A ] , X ) 为( X , F, L , T , S ) 上的连

续映射 x (#) : [ 0, A ] y X 的一个集合 1 分别定义映射 �F : C( [ 0, A ] , X ) y D 和�L : C( [ 0, A ] ,

X ) y E 如下:

  �Fx (#) ( t ) = lim
k y t-

inf
s I [ 0, A ]

Fx ( s) ( k ) , �Lx (#) ( t ) = lim
k y t

+
inf

s I [ 0, A ]
Lx (s) ( k ) 1 

以下命题的证明因简单而略去1 

命题 2  令 ( X , F , L , T , S ) 为带连续 tO模T 和连续tO余模 S 的直觉Menger赋范空间 1 
则( C( [ 0, A ] , X ) , �F , �L , T , S ) 为一个直觉 Menger赋范空间 1 进一步地,若( X , F, L , T , S) 是
完备的,则( C( [ 0, A ] , X ) , �F , �L , T , S) 也是完备的1 

现在我们证明在一个完备直觉Menger 赋范空间 ( X , F , L , T , S ) 中, 如下微分方程解的存

在性:
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xc( t ) = f ( t , x ) + g( t , x ) ,

x (0) = x 01 
该赋范空间满足:对所有 t I [ 0, 1] , tO模 T 满足T( t , t ) \ t 且tO余模 S 满足S (1- t , 1- t )

[ 1 - t 1 对任意 E> 0, K I (0, 1) 和 x 0 I X , 定义

  N ( x 0, E, K) = x : Fx- x
0
( E) > 1- K, Lx- x

0
( E) < K 1 

令 f 和g 为从 R @ N( x 0, E, K) 到 X 的两个连续映射并满足

( � ) 对 s \ 0和 x , y I N ( x 0, E, K) , Ff ( t , x )- f ( t , y ) ( s ) \ Fxy ( s/ K ) ,其中K > 0为一个常

数;

( � ) 对每一个 t , g ( t , N( x 0, E, K) ) 为 X 中的相对紧子集1 
定理 8  在上述条件( � )和( � )下,存在一个 D0 > 0足够小,使得微分方程

  
xc( t ) = f ( t , x ) + g( t , x ) ,

x (0) = x 0
( 11)

在 C ( [ 0, D0] , X ) 中有一个解1 
证明  已知( 11)式与如下的积分方程等价:

  x ( t ) = x 0+ Q
t

0
f ( s , x ( s) )ds + Q

t

0
g ( s, x ( s ) )ds1 

令 C ( [ 0, D0] , X ) 如前,并令 W = x(#) I C( [ 0, D0] , X ) : x (0) = x 0, Fx ( s)- x
0
( E) > 1 -

K, Lx ( s)- x
0
( E) < K ,其中 s I [ 0, D0] 和 D0 > 0足够小以使 KD0 < 1, 且有

  FI ( E) > 1- K, L I ( E) < K,

其中下角 I = Q
t

0
( f ( s , x ( s) ) + g ( s, x ( s) ) )ds , t I [ 0, D0] , x (#) I W1 显然, W < C ( [ 0, D0] ,

X ) 是凸的 1 对所有 x (#) I C ( [ 0, D0] , X ) 和 x ( s ) I N ( x 0, E, K) , s I [ 0, D0] , 令

  Ax ( t ) = x 0+ Q
t

0
f ( s, x ( s ) )ds , Qx ( t ) = Q

t

0
g( s , x ( s ) )ds1 

可证明 A 和Q为连续的且有A + Q: W y W 1 从而 A + Q: �W y �W 并且Q是紧的 1 现在证

明A : �W y C( [ 0, D0] , X ) 为一个广义压缩映射 1 实际上, 对任意 x ( #) , y (#) I �W, 有

FAx ( t )- Ay ( t ) ( k) = FJ ( k) 和 LAx ( t)- Ay ( t) ( k ) = LJ ( k) , 其中下角 J = Q
t

0
(f ( s, x ( s ) ) - f ( s ,

y ( s ) ) )ds1 对任意 t I [ 0, D0] 和 k > 0, 存在一个序列 k
( n)
t < [ 0, D0] , 使得对 FJ( k ) 和

LJ ( k ) 的所有的连续点满足:当 n y ] 时, k ( n)t y k1 从而有

  FAx ( t)- Ay ( t) ( k ) \ FJ( k
( n)
t ) = lim

max
1 [ i [ N

($t
i
) y 0
FR ( k

( n)
t ) ,

  LAx ( t)- Ay ( t) ( k ) [ LJ( k
( n)
t ) = lim

min
1[ i [ N

($t
i
) y 0
LR( k

( n)
t ) ,

其中下角 R = 6
n

i= 1( f ( Ni , x ( Ni ) ) - f ( Ni , y ( Ni ) ) )$t i , 0 = N0 < N1 < ,< NN = t , $t i = Ni

- Ni- 1, i = 1, 2, ,, N 1 由此推得

  FAx ( t)- Ay ( t) ( k ) \ lim
max

1 [ i [ N
($t

i
) y 0

min Ff ( N
i
, x ( N

i
))- f ( N

i
, y ( N

i
)) ( k

( n)
t / t ) \

    inf
s I [ 0, D

0
]
Ff ( s , x ( s) )- f ( s, y ( s)) ( k

( n)
t / t ) \

    inf
s I [ 0, D

0
]
Fx ( s)- y ( s) ( k

( n)
t / Kt ) \ inf

s I [ 0, D
0
]
Fx ( s)- y ( s) ( k

( n)
t / KD0) ,
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  FAx ( t)- Ay ( t) ( k ) [ lim
max

1 [ i [ N
($t

i
) y 0

max Lf ( N
i
, x (N

i
))- f ( N

i
, y ( N

i
)) ( k

( n)
t / t ) [

    sup
s I [ 0, D

0
]
Lf ( s , x ( s) )- f ( s , y ( s)) ( k

( n)
t / t ) [

    sup
s I [ 0, D

0
]
Lx ( s)- y ( s) ( k

( n)
t / Kt ) \ sup

s I [ 0, D
0
]
Lx ( s)- y ( s) ( k

( n)
t / KD0) 1 

令 n y ] 并在上面不等式中取极限,则有

  FAx ( t)- Ay ( t) ( k ) \ l im
k
( n)

t
y k

-
( inf
s I [0, D

0
]
Fx ( s)- y ( s) ( k

( n)
t / KD0) ) = �Fx (#)- y (#) ( k / KD0) ,

  LAx ( t)- Ay ( t) ( k ) [ l im
k( n)
t

y k-
( sup
s I [0, D

0
]
Lx ( s)- y ( s) ( k

( n)
t / KD0) ) = �Lx (#)- y (#) ( k / KD0) 1 

因此

  inf t I [ 0, D
0
] FAx ( t)- Ay ( t) ( k ) \�Fx (#)- y (#) ( k/ KD0)

和    sup t I [ 0, D
0
] LAx ( t)- Ay ( t) ( k ) [ �Lx (#)- y (#) ( k/ KD0)1 

从而得出

  limky K
- ( inft I [ 0, D

0
] FAx ( t )- Ay ( t ) ( k) ) \ limk yK- �Fx (#)- y (# ) ( k/ KD0) ,

相似地有

  limky K+ ( supt I [ 0, D
0
] LAx ( t )- Ay ( t ) ( k) ) [ limk yK+�Lx (#)- y (# ) ( k/ KD0)1 

即是: �FAx (#)- Ay (#) ( K) \ �Fx (#)- y (#) ( K/ KD0) 并且有 �LAx (#)- Ay (# ) ( K) [ �Lx (# )- y (# ) ( K/ KD0) , K>

01 这表明 A: �W y C ( [ 0, D0] , X ) 为一广义压缩映射,从而根据定理 7证明完成1 t
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Abstract: Using the idea of Atanassov, the notion of intuitionistic Menger spaces was defined as a

natural generalizations of Menger spaces due to Menger. A new generalized contraction mapping and u-

tilize this contraction mapping to prove the existance theorems of solutions to differential equations in

intuitionistic Menger spaces were obtained.

Key words: generalized contraction mapping; intuitionistic Menger space; intuitionistic Menger normed

space; intuitionistic probabilistic bounded set
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