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摘要:  1-3 型压电复合材料在极化处理过程中会出现极化残余应力, 基于线性压电理论, 采用解

析方法研究了极化残余应力对 1-3型压电复合材料的横向共振模态的影响1 首先建立含有初始应

力的平面波波动方程,基于 Bloch 波函数理论构建了位移和电势函数,从而最终得到方程的解1 数

值结果表明初始残余应力的出现降低了复合材料的横向振动频率 ,而材料的压电性则使得横向振

动频率提高1 初始剪应力对对横向振动的频率影响较小, 可以忽略1 第一阶及第二阶振动频率将

随着初始应力的大小呈线性变化1 得出的结论对超声换能器的制作和研究将提供有意义的指导

作用1 
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引   言

近年来,压电复合材料特别是 1-3型压电柱复合材料在超声医疗诊断和材料、结构的非损

伤检测[ 1]等方面得到了广泛应用1 这种复合材料通常由平行排列的压电柱和基体材料构成,

具有比压电材料更为复杂的力学特性1 该材料除了拥有典型的振动模态(厚度方向的振动模

态和平面振动模态)之外,还有与两相周期结构有关的横向共振模态,并引起寄生振荡1 当工
作频率提高时, 这些横向共振模态将和发送并接收超声波的厚度振动模态相耦合,因而是提高

换能器工作效率的关键因素1 

Gururaja等[ 2]首先发现了周期结构中 Lamb 波的 Bragg 衍射所引起的寄生共振模态1 

Gomez等
[ 3]
采用实验手段分析了基体刚度、阻抗和衰减系数等因素对 1-3型压电复合材料横向

振动模态的影响1 Auld和Wang[ 4]采用解析法分析了有限厚度 3-D周期结构中的横向振动,

Wang[ 5]运用Floquet理论分析了该结构的Lamb波的传播问题1 但以上的方法计算比较繁琐,

人们希望提出更加简单、方便应用的计算模型1 Certon等[ 6- 7]人根据 Bloch波函数理论采用解
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析法和薄膜比拟的方法研究了二维周期结构的复合材料平面波的传播问题, 并将计算得到的

频散曲线和抑制频带等结果与已有实验进行了对比1 但他们的计算模型并没有考虑压电材料

的压电特性1 Wilm等[ 8-9]根据平面波展开方法, 提出了计算压电复合材料的平面波传播问题

的三维模型,对 1-3型压电复合材料厚度方向的振动模态进行了定量分析1 
实际上,压电复合材料通常由未极化的压电陶瓷和基体材料组成1 压电材料具有非线性

力电耦合特性, 在极化过程中, 由于受到周围基体的约束作用,会在复合材料内部产生残余变

形和残余应力, 这些残余应力的出现将对材料的振动模态产生一定的影响1 本文在文献[ 6]的

基础上,根据 Bloch波函数理论研究了极化残余应力对1-3型压电复合材料横向振动模态的影

响1 

1  控制方程的建立

Bloch波理论[ 10]首先在固体力学中用于计算晶格的能量带1 Certon等[ 6]在Auld和Wang[ 4]

的工作的基础上将该方法用于计算周期结构的横向振动模态1 但他们的模型没有考虑压电复
合材料的压电性以及电荷平衡方程1 图 1给出了 1-3型压电柱复合材料的平面结构示意图,

以压电柱为中心的正方形单元在结构中呈周期性重复出现, 该单元的宽度为 d ,正方形压电柱

宽度为 d p1 

图 1  1-3型压电复合材料二维结构图

不考虑体力,材料的运动平衡方程和电平衡

方程为如下形式:

  Rij , j + ( R(0)kj ui , j ) , k = Q&u i , ( 1)

  D i , i = 0, ( 2)

其中 Rij、u i和Di 分别为应力张量分量、位移分量

和电位移分量, Q为材料的密度1 上标/ 00代表各

初始量, 符号/ ,0和/ #0分别表示对空间和时间的

导数1 压电相的线性本构方程为如下形式:

  Rij = CijklEkl - ekijEk , ( 3)

  D i = eiklEkl + EikEk , ( 4)

并有:

  Eij =
1
2 ( ui , j + uj, i ) , ( 5)

  Ei = -
5 <
5xi , ( 6)

其中 Ekl、E i和<分别为应变张量、电场强度和电势, C ijkl、ekij 和Eik分别为材料弹性系数、压电系

数和介电系数 1 若将压电系数取为0,即可得到基体相的本构方程 1 设复合材料为横观各相
同性材料,沿 z 方向进行极化,则频率为 X, 沿 x-y 平面传播的横向波动方程式( 1)、方程( 2)简

化为:

  5
5x ( C44+ R(0)xx )

5w
5x + R(0)xy

5w
5y + e15

5 <
5x +

    5
5y ( C44+ R(0)yy )

5w
5y + R(0)xy

5w
5 x + e15

5 <
5y = - QX2

w , ( 7)
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  5
5x e15

5w
5x - E11

5 <
5x +

5
5y e15

5w
5y - E11

5 <
5y = 0, ( 8)

其中 w 为沿z 方向的位移,其刚度系数和压电系数分别采用缩写指标表示1 在下面的计算中,

上标/ p0代表压电相, 上标/ r0代表基体相1 上划线/ - 0表示各量的空间平均值,则弹性系数的

空间平均值为:

  �C ij =
Q

+ d/ 2

- d/ 2Q
+ d/ 2

- d/ 2
Cij ( x , y )dxdy

Q
+ d/ 2

- d/ 2Q
+ d/ 2

- d/ 2
dxdy

=
dp

d

2

C
p
ij + 1 -

dp

d

2

C
r
ij , ( 9)

同理可以得到 Q( x , y )、eij ( x , y )、Eij ( x , y ) 和 R(0)ij ( x , y ) 相应各量的平均值, 这里不再赘述1 

则1-3型压电复合材料的材料参数及初应力可表达为如下形式:

  Cij ( x , y ) = �C ij + DCij ( x , y ) , ( 10)

  Q( x , y ) = �Q+ DQ( x , y ) , ( 11)

  eij ( x , y ) = �eij + De ij ( x , y ) , ( 12)

  Eij ( x , y ) = �Eij + DEij ( x , y ) , ( 13)

  R
( 0)
ij ( x , y ) = �R

( 0)
ij + DR

(0)
ij ( x , y ) , ( 14)

其中符号 / D0 表示各对应量在其平均值附近的空间扰动1 将式( 10)至式( 14)代入到式( 7)和

式( 8) , 得到

  (�C44+ �R
( 0)
xx )

52w
5x 2 + ( �C44+ �R

(0)
yy )

52w
5y 2 + 2�R(0)

xy
52
w

5x5 y + �e15
52<
5x 2+

52<
5y 2 + �QX2

w =

    - ( DC44+ DR( 0)xx )
52w
5x 2 + ( DC44+ DR(0)yy )

52
w

5y 2 + 2DR(0)xy
52w
5x5y +

    De15
52<
5x 2+

52<
5y 2 + DQX

2
w -

5( DC44+ DR(0)
xx )

5x +
5DR( 0)x y

5y
5w
5x +

    5( DC44+ DR
(0)
yy )

5 y +
5DR(0)xy

5x
5w
5y +

5De15
5x

5 <
5x +

5De15
5y

5 <
5y , ( 15)

  �e15
52w
5x 2 +

52
w

5y 2 - �E11
52
<

5x 2 +
52
<

5 y2 =

    - De15
52w
5x 2 +

52w
5y 2 - DE11

52<
5x 2 +

52<
5y 2 -

    5De15
5x

5w
5x +

5De15
5y

5w
5y

-
5DE11
5x

5 <
5x +

5DE11
5y

5 <
5 y

1 ( 16)

2  控制方程的求解

根据 Bloch波理论, 在周期结构中位移函数和电势函数的解应满足 Bloch 周期条件,即应

有如下形式:

  w ( r + Tm, n) = w ( r) e
j k

0
#T

m, n , ( 17)

  <( r + Tm, n) = <( r) ej k0#T
m, n , ( 18)

其中 r为位置向量, 即 r = xi + yj , k0 是第一布里渊区的平面波向量, 并有 Tm, n = mdi +

ndj ( m 和n为整数)为晶格平移向量1 则满足式( 17)和式( 18)的 Bloch波函数为如下形式:

  w ( x , y ) = F( r) ej( Xt- k
0
# r)

, ( 19)
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  <( x , y ) = G( r) ej( Xt- k
0
# r)

, ( 20)

其中, F( r )、G( r) 为向量空间中周期为 d 的周期函数,并可在调和空间(即倒易点阵)展开为

双重傅立叶级数

  F( r) = 6
m, n= + ]

m, n= - ]
amn e

- j( K
mn

# r)
, ( 21)

  G( r) = 6
m, n= + ]

m, n= - ]
bmne

- j( K
mn

# r)
, ( 22)

其中 Kmn为倒易晶格向量,即 Kmn = (2P/ d )mi+ (2P/ d ) nj 1 将式( 21)和式( 22)代入式( 19)和

式( 20)得到

  w ( x , y ) = 6
m, n= + ]

m, n= - ]
amne

- j( k
mn

# r) ejXt , ( 23)

  <( x , y ) = 6
m, n= + ]

m, n= - ]
bmne

- j( k
mn

# r)
e
jXt
, ( 24)

其中 kmn = Kmn+ k01 将上面两式代入到控制方程式( 15)和式( 16)中, 并根据傅立叶级数的

正交性,从而整理得到:

  [�QX2 - �C44 | kmn |
2
- (�R(0)

xx k
2
mn(x ) + �R

(0)
yy k

2
mn( y ) ) - 2�R(0)xy kmn( x ) kmn( y ) ] amn+

    (- �e15 | kmn |
2
) bmn = - 6

p , q

K mnpqapq + 6
p , q

Lmnpqbpq , ( 25)

  (- �e15 | kmn |
2
) amn+ (�E11 | kmn |

2
) bmn = - 6

p, q

Lmnpqapq + 6
p , q

Nmnpqbpq , ( 26)

  m, n y- ] ~ + ] ; p , q y- ] ~ + ] ,

其中,当 m X p 或n X q 时:

  Kmnpq = [ $QX2- $C 44kmn#kpq - ($R(0)xx kmn(x ) kpq (x ) + $R( 0)yy kmn( y ) kpq( y ) ) -

    ( kmn( x ) kpq ( y ) + kmn( y ) kpq ( x ) )$R
(0)
xy ]

d
2
p

d
2 @

    sinc
P( m - p ) dp

d
sinc

P( n - q) d p

d
, ( 27)

  Lmnpq = (- $e15kmn#kpq)
d
2
p

d
2 @ sinc

P( m - p ) dp

d
sin c

P( n - q) d p

d
, ( 28)

  Nmnpq = ($E11kmn#kpq)
d
2
p

d
2 @ sinc

P( m - p ) dp

d
sinc

P( n - q) d p

d
1 ( 29)

当 m = p 且 n = q 时:

  Kmnpq = Lmnpq = Nmnpq = 0, ( 30)

并有

  $C44 = C
p
44- C

r
44, $Q= Qp- Qr, $e15 = e

p
15- e

r
15, $E11 = Ep11- Er11,

  $R
(0)
ij = R

(0) p
ij - R

(0) r
ij , kmn = kmn(x ) i + kmn( y ) j , kpq = kpq ( x ) i + kpq ( y ) j 1 

为进一步简化计算, 方程( 25)和方程( 26)可改写为如下形式:

  6
p, q

�K mnpqapq + 6
p, q

�Lmnpqbpq = 0, ( 31)

  6
p, q

�Lmnpqapq + 6
p, q

�N mnpqbpq = 0, ( 32)

  m, n y- ] ~ + ] ; p , q y- ] ~ + ] ,
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其中,当 m X p 或n X q 时:

  �Kmnpq = X2Amnpq + Bmnpq , ( 33)

  �Lmnpq = Lmnpq , ( 34)

  �Nmnpq = Nmnpq , ( 35)

并有

  Amnpq =
d
2
p

d
2$Qsinc

P( n - q ) dp

d
sinc

P( m - p ) dp

d
,

  Bmnpq = [- $C44kmn#kpq - ($R
(0)
xx kmn(x ) kpq (x ) + $R

( 0)
yy kmn( y ) kpq( y ) ) -

    ( kmn( x ) kpq ( y )+ kmn( y ) kpq( x ) ) $R
(0)
xy ]

d
2
p

d
2 @ sinc

P( n - q ) d p

d
sinc

P( m - p ) dp

d
1 

当 m = p 且 n = q 时

  �Kmnpq = X2Amnpq + Bmnpq , ( 36)

  �Lmnpq = - �e15 | kmn |
2
, ( 37)

  �Nmnpq = - �E11 | kmn |
2
, ( 38)

并有

  Amnpq = �Q,

  Bmnpq = - [ (�R(0)xx + �C 44) k
2
mn( x ) + (�R( 0)yy + �C 44) k

2
mn( y ) + 2�R(0)xy kmn( x ) kmn( y ) ] 1 

在数值计算中, 将式( 21)和式( 22)中位移和电势函数分别展开为 N @ N 项傅立叶级数 1 
方程(31) 和方程(32) 有非 0解的条件是系数行列式为 0, 由此可以得到结构的广义特征值 X,

同时由特征向量得到系数 amn 和 bmn1 

3  数值算例与讨论

表1分别给出了压电相和基体相的材料参数1 如图 1所示,正方形压电柱宽度 dp取 50 Lm,

周期单元宽度 d 取100 Lm1 
表 1 压电相及基体相材料参数

材料 弹性常数 C44 / GPa 密度 Q/ ( kg/m3) 压电常数 e 15 / ( c/ m2) 介电常数 E11 / ( pF/ m)

PZT陶瓷 42 7 500 17. 0 15 045

环氧树脂 1. 7 1 150 0. 0 39. 8

3. 1  频散曲线和抑制频带
Gururaja[ 2]的研究工作表明,用于计算前二阶横向振动模态的波分别沿向量 i和( i + j ) 的

方向传播1 当波沿向量 i方向传播时,波向量取值范围为0 [ | k0 | [ P/ d ;当波沿向量( i+ j )

的方向传播时, 波向量取值范围为 0 [ | k0 | [ P 2/ d 1 
首先,若不考虑初应力,取 | k0 | = 0,表 2分别给出了考虑压电效应与不考虑压电效应时

复合材料的横向振动频率 1 从表 2可以看出,当压电系数 e
p
15和介电常数 E

p

11、E
r
11为0时,本文

的计算结果与文献[ 6]的结果一致1 工况 1中(不考虑材料的压电效应)计算得到的材料的横

向振动频率小于工况 2中(考虑则材料的压电效应)得到的振动频率1 这是由于材料的压电性
使得电场将在材料内部产生应力, 从而导致材料本身/变刚0,其振动频率会相应增加1 
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  表 2 复合材料的横向振动频率

工况 材料参数 频率 X/MHz [ | k0 | = 0]

文献[ 10] - 0 11. 57 15. 45 16. 53 16. 53 18. 23

工况 1: R(0)
ij = 0; ep

15
= 0; Ep11 = 0 0 11. 57 15. 45 16. 53 16. 53 18. 23

工况 2: R(0)
ij = 0; ep

15
X 0; Ep11 X 0 0 11. 77 15. 67 16. 94 16. 94 18. 40

  对应不同的波向量, 图2和图3分别给出了具有初始残余应力的复合材料的频散曲线1 
采用压电材料的非线性本构, 对1-3型压电复合材料的极化行为进行数值仿真分析,即可得到

残余应力的分布情况1 该计算过程十分复杂,详细过程可参考文献[ 11]和文献[ 12] ,这里就不

再赘述1 为便于计算, 近似取计算得到的各相内的应力平均值作为初始应力, 即有 R(0)pxx =

R
(0) p
yy = 1. 11 MPa, R

(0) p
xy = 0. 58 MPa, R

(0)r
xx = R

( 0)r
yy = - 0. 37 MPa, R

(0)r
xy = 0. 29 MPa1 

 图 2  沿 x 轴传播的剪切波的频散曲线     图 3 沿直线 x = y 传播的剪切波的频散曲线

      ( a) 位移场                  ( b) 电势场

图 4  具有初应力的 1-3型压电复合材料第一阶模态的位移场和电势场

当 k0d /P和 k0d/ (P 2) 等于0或1时,发射波向量 k0位于第一布里渊区的边界,满足布拉

格衍射条件1 取 k0d /P和 k0d / (P 2) 等于1时,相邻的压电柱异相振动,与材料的压电性不耦

合 1 当 k0d/P和 k0d / (P 2) 等于0时,相邻的压电柱同相振动,振动位移正对称或反对称,具

有正对称位移场的振动与材料的压电性相耦合, 因而图2和图3中11. 77MHz和18. 40MHz分

别是复合材料的第一阶和第二阶横向振动模态1 图 4和图 5分别给出了相应的前两阶横向振

动模态的位移场和电势场的分布曲线1 从频散曲线中同时可以得到抑制频带, 即图 2中波沿
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      ( a) 位移场                  ( b) 电势场

图 5  具有初应力的 1-3型压电复合材料第二阶模态的位移场和电势场

x 轴方向传播3. 80 MHz至 10. 49 MHz为第一抑制频带,图 3中波沿直线 x = y 传播 4. 91MHz

至11. 12 MHz为第一抑制频带1 与文献[ 6]相比考虑了材料的压电性和初始应力后,第一抑制

频带将变宽1 

3. 2  初应力对横向振动频率的影响

为了更清楚地得到各相中的初应力对复合材料横向振动模态的不同影响,下面分别针对

5种不同的应力状况进行分析讨论:

1) 不考虑初应力;

2) 只考虑压电相的初始法向应力;

3) 只考虑基体相的初始法向应力;

4) 只考虑复合材料(包括基体相和压电相)的初始法向应力;

5) 考虑真实应力状况(包括复合材料的初始法向应力和剪切应力) 1 
取 | k0 | = 0, 表3分别列出了以上 5种情况计算得到的横向振动频率1 通过对数值结果

的对比分析表明,基体相的初始压应力导致复合材料的横向振动频率降低,而压电相的初始拉

应力则使得横向振动频率提高,初始剪应力对振动频率的影响很小,可以忽略1 同时, 由于基

体内的压应力对振动频率的影响较压电相内拉应力的影响更加显著,因而真实应力状况下,初

始残余极化应力将导致复合材料横向振动频率有所降低1 对比表 2和表 3可以看出, 材料的

压电性对振动频率的影响比极化残余应力的影响更加显著1 
表 3 对应不同的应力状况 1-3型压电复合材料的横向振动频率

应力 R /MPa 频率 X /MHz

R(0)p
xy R(0)rxy R(0)p

xx = R( 0) pyy R( 0) rxx = R( 0) ryy X

0 0

0 0 0. 0 11. 767 8 15. 674 5 16. 935 2 16. 936 4 18. 399 9

1. 11 0 0. 0 11. 767 9 15. 674 6 16. 935 3 16. 936 5 18. 400 0

0 - 0. 37 0. 0 11. 766 6 15. 672 9 16. 933 6 16. 934 8 18. 398

1. 11 - 0. 37 0. 0 11. 766 5 15. 673 0 16. 933 7 16. 934 9 18. 398 1

0. 58 0. 29 1. 11 - 0. 37 0. 0 11. 766 5 15. 673 0 16. 933 7 16. 934 9 18. 398 1

4  结   论

通常压电复合材料在极化过程中, 由于压电材料的非线性极化特性,压电相受到周围基体
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的约束作用不能自由变形,从而不可避免的在复合材料内部出现残余应力1 残余应力的存在
将会影响复合材料的振动特性1 本文采用解析法研究了初始残余应力对 1-3型压电复合材料

横向振动模态的影响1 基于 Bloch波函数理论, 建立了考虑材料的压电性和初始残余应力理

论方程1 通过分析数值算例, 可以得到下述结论:

1) 复合材料中压电相的压电性使得复合材料横向振动频率增加,抑制频带宽度变宽;

2) 压电相中拉应力的出现导致复合材料横向振动频率增加,而基体相中的压应力则使得

其振动频率减小;

3) 基体相中的压应力对材料振动频率的影响较压电相中的拉应力更加显著, 真实应力状

况下,复合材料的振动频率有所降低;

4) 压电相的压电性对材料振动频率地影响比极化残余应力的影响更加显著, 剪应力的影

响较小,几乎可以忽略1 
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Lateral Resonances in Initial Stressed 1-3
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Abstract: Theoretical analysis of the lateral resonances in 1-3 piezocomposites with poling initial

stress was conducted using the Bloch waves theory. Based on the linear piezoelectricity theory, the

theoretical formulations including initial stress for the propagation of acoustic plane waves were

founded. Numerical calculations were performed to study the effects of the initial stress on the lateral

mode frequencies and the stop band. It is found that the lateral mode frequencies increase with the

piezoelectricity of the piezocomposites, but decrease with the poling initial stress. The influence of

the initial shear stress on the lateral mode frequencies is tiny, thus it can be neglected.

Key words: lateral mode; 1-3 piezocomposite; initial stress
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