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任意精度的三点紧致显格式
及其在 CFD中的应用

X
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(大连海事大学 环境科学与工程学院,辽宁 大连 116026)

(林建忠推荐)

摘要:  通过在泰勒级数展开中运用逐阶迭代的方法,推导出了空间任意精度的三点紧致显格式

的表达式,又由 Fourier分析法得到了格式的数值弥散和耗散特性1 与以往的高精度紧致差分格式

不同 ,提出的格式不用隐式求解代数方程组并且可以达到任意精度1 通过方波问题和顶盖方腔流

的算例表明, 格式在稀疏网格下可以得到很高的精度, 不仅能节省计算量,而且易于编程 ,有很高

的计算效率1 
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引   言

近年来,高精度紧致格式在模拟 Navier-Stokes方程中越来越受到重视, 而且已经有了很多

效果很好的应用1 当达到相同的精度时,传统的格式需要更多的节点,并且对边界点的处理比

较复杂;而紧致格式由于差分模板的节点数少,而且精度高,所以应用前景很好1 关于紧致格

式的边界处理可以参见 Carpenter[ 1]的文献1 

基于Lele
[ 2]
, 各种高精度的紧致格式发展得很快, 如 Chu 和 Fan

[ 3]
通过在各节点上应用

Hermite插值得到了三点六阶和八阶高精度紧致格式; Mahesh
[ 4]
也通过把一阶导数和二阶导数

的离散方程耦合起来求解,得到了高精度的紧致格式, 与文献[ 3]中的差别是差分模板不仅仅

局限于三点1 Hixon [ 5]通过对导数的系数矩阵进行预处理, 得到了求解高阶紧致格式的预处理

方法,可以节省部分导数方程组求解的工作量1 与此同时, Tolstykh和Lipavskii
[ 6]
提出了三阶和

五阶精度的迎风紧致格式,Ma等[ 7]也提出了三阶和五阶精度迎风紧致格式1 Ma 和 Fu [ 8]通过

把节点的任意阶导数加在方程里一起求解, 又提出了任意精度的超紧致格式1 Boersma[ 9]发展

了交错格式的高精度紧致格式,袁湘江和周恒
[ 10]
利用了三阶迎风紧致格式求解了激波捕获问

题1 近期,刘儒勋和吴玲玲
[ 11]
利用四阶的小模板简化 Pad�格式求解了非线性发展方程1 

以上高精度紧致格式大都是隐式求解,需要求解大型的联立代数方程组得到节点的导数

843

 应用数学和力学, 第 28 卷 第 7期
 2007 年 7月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics
   Vol. 28, No. 7, Jul. 15, 2007

 

X 收稿日期:  2006-05-15; 修订日期:  2007-04-26

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 50479053)

作者简介:  林建国( 1960) ) ,男, 大连人,教授,博士生导师(联系人. T el: + 86-411-82931948; Fax : + 86-

411-84727632; E-mail: ljglin@ 126. com) .



值、函数值,计算量比较大1 而且很多高精度的紧致格式不是完全意义的紧致,因为它的差分

模板用的不仅仅是 3个点, 有可能是更多的点1 关于高精度的传统差分格式、交错格式的差分

格式和各种紧致的差分格式可以参见Fomberg 和 Ghrist
[ 12] 1 基于以上原因,本文利用文献[ 13]

中逐阶迭代的思想, 提出了任意精度的三点紧致显格式,本格式用的是完全意义下的 3个节点

上的值,与Ma和 Fu
[ 8]
提出的超紧致格式不同, 本文提出的是显式的格式, 不用求解代数方程

组,不仅能够节省计算量,而且易于编程,有很高的计算效率1 

本文首先给出了三点紧致空间导数的推导, 接下来利用 Lele
[ 2]
的分析方法对提出的格式

进行了 Fourier分析,得到了格式的数值弥散与耗散特性1 通过方波和顶盖方腔流的算例,表

明本文格式可以在稀疏网格下得到很高的精度,具有很高的计算效果1 

1  三点紧致空间导数的推导

本文推导以一维为例,二维、三维情况类似1 
首先定义本文所用算子和差商如下:

  Dx = h
5
5 x

, D?
x = h
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5x
, Dxx = h

2 52
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,

  D
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其中 <i 为 i点的函数值( i = 0, 1, 2, ,, M - 1, M) , k \ 2, h 为空间网格步长1 
1. 1  二阶导数 Dxx 高阶精度的推导

把函数值 <i- 1和 <i+ 1在 i 点进行(2N ) 阶泰勒展开并相加, 引入以上定义得到:

  Dxx<i = D1xx - 6
N

k= 2

2
(2k ) !

# h
5
5 x

2k

<i + O( h
2(N+ 1)

) , ( 1)

进一步把 ( h(5/5 x ) )
2

= Dxx 代入( 1)式得到:

  Dxx<i = D1xx - 6
N

k= 2

2
(2k ) !

#( D xx)
k <i + O( h

2(N+ 1)
) 1 ( 2)

我们的目的是要得到紧致形式的二阶导数公式, 只要将( 2)式表达的二阶导数用仅含有

Dk  
xx <i , k = 1, 2, 3, ,, N 的式子表达即可 1 假设进行 2( N - 1) 阶展开时, Dxx<i 可表示为:

  Dxx<i = D1xx - 6
N- 1

k= 2

A k#Dk  
xx <i + O( h

2N
) , ( 3)

Ak( k = 2 ~ N - 1) 为已知 1 则进行(2N ) 阶展开时, Dxx<i 可以表达为:

  Dxx<i = D
1
xx - 6

N- 1

k= 2
A k#Dk  

xx - AN #DN  
xx <i + O( h

2( N+ 1)
)1 ( 4)

在Ak ( k = 2~ N - 1) 均已知的条件下, 求得AN , 这样我们就得到了二阶导数的任意(2N )

阶精度的显式紧致表达式,下面,进行 AN 的推导

把( 4)式代入( 2)式的右边得到:

  Dxx<i = D1xx - 6
N

k= 2

2
(2k ) !

# D1xx - 6
N- 1

j= 2

Aj #Dj  
xx - AN #DN  

xx

k
<i + O( h

2(N+ 1)
) , ( 5)

由于只保留到 O( h
2N

) 且 k \2、D
k  
xx ~ O( h

2k
) ,所以(5) 式中的 AN # DN  

xx 这项已经可以忽略,

上式变为:
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  Dxx<i = D1xx - 6
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xx

k
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由( 6)式可以看出

  6
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2
(2k) !

# D1xx - 6
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j= 2

Aj#Dj  
xx

k
,

展开后 DN  
xx 的系数即为所求的AN1 下面我们通过多项式定理推导出 DN  

xx 的系数AN 的表达式1 

多项式定理  设 x 1, x 2, ,, xp 是p 个不同的数, n、p 是任意两个正整数,则有

  ( x1 + x2 + ,+ xp )
n

= 6
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由多项式定理得:即把 x 1 = D
1
xx , x 2 = - A 2#D2xx , ,, xp = - AN- 1#DN- 1

xx 代入到多项式定理,可以

得到 Dxx 中的DN  
xx 前的系数AN ( N \ 3) 为(其中 A 2 = 1/ 12)
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通过( 8)式, 就可以得到二阶空间导数的任意阶精度的紧致显格式1 限于篇幅, 本文仅给出

Ak( k = 2 ~ 10) 的值,如表 1所示1 
表 1 高阶紧致二阶导数式(4)中的系数

A 2 A3 A4 A 5 A 6 A 7 A8 A9 A10

1/12 - 1/ 90 1/560 - 1/3 150 1/ 16 632 - 1/ 84 084 1/ 411 840 - 1/ 1 969 110 1/9 237 800

1. 2  一阶空间导数 Dx 高阶精度的推导

1. 2. 1  中心差分的一阶空间导数

把函数值 <i- 1和 <i+ 1在 i 点进行(2N ) 阶泰勒展开并相减, 与( 1)式类似,得到

  Dx<i = Dx - 6
N

k= 2

1
(2k - 1) !

# h
5
5x

2k- 1

<i + O( h
2(N+ 1)

) , ( 9)

把 ( h(5/ 5x ) ) = Dx 代入上式得到:

  Dx<i = Dx - 6
N

k= 2

1
(2k - 1) !

#(Dx)
2k- 1 <i + O( h

2( N+ 1)
) , ( 10)

由于 (2N - 1) 阶的导数可以由一阶导数和 2( k - 1) 阶的导数表示而成,即

  (Dx )
2k- 1

= Dx (Dxx)
k- 11 ( 11)

所以把( 11)式代入( 10)式便得到了我们逐步求解高阶精度一阶导数的公式

  Dx<i = Dx - 6
N

k= 2

1
(2k - 1) !

#Dx (Dxx)
k- 1 <i + O( h

2(N+ 1)
) , ( 12)

由于截断误差为 O( h
2
) 的Dx<i 的表达式已知为Dx<i = Dx<i ,而截断误差为 O( h

2N
) 的 Dxx<i 的

表达式我们已经在上一节得到了 1 所以我们利用低阶的Dx<i的表达式逐阶往(12) 式中迭代,

然后舍去高于截断误差阶数的高阶项, 我们就可以得到了只用 Dx<i 和D
k  
xx <i 表示成的Dx<i 的高

阶表达式1 具体推导与Dxx<i 的推导类似,我们假设Dx<i可以化为只含Dx<i 和D
k  
xx <i 的形式,且

认为进行 2( N - 1) 阶的泰勒展开时, Dx<i 可以化为:
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  Dx<i = Dx - 6
N- 1

k= 2

Bk#Dx ( Dk- 1
xx ) <i + O( h

2N
) , ( 13)

Bk( k = 2 ~ N - 1) 为已知 1 则进行(2N ) 泰勒展开时, Dx<i 可以化为:

  Dx<i = Dx - 6
N- 1

k= 2

Bk#Dx ( Dk- 1
xx ) - BN #Dx( DN- 1

xx ) <i + O( h
2N+ 2

)1 ( 14)

我们的目的就是求出新的一阶的未知数 BN , 这样我们就得到了一阶导数的任意阶精度

的显式紧致表达式1 
把( 3)式和( 13)式代入( 12)式得到:

  Dx<i = Dx - 6
N

k= 2

1
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由于 A k 和Bk( k = 1 ~ N - 1) 都是已知的,所以通过展开(15) 式,忽略高阶项,便得到了我们

更高一阶 Dx ( D
N- 1
xx ) 的系数 BN 1 以下给出了 N = 5时的表达式

Dx<i = Dx -
1
6
Dx( D1xx ) +

1
30
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1
140
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1
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Dx ( D4xx) <i + O( h
12

) 1 ( 16)

1. 2. 2  前差的一阶空间导数

把函数值 <i+ 1在 i 点进行( N ) 阶泰勒展开得到:

Dx<i = D+
x - 6

N

k= 2

1
k !

# h
5
5x

k

<i + O( h
N+ 1

) 1 ( 17)

同理,通过同样的方法可以得到前差一阶导数的高阶精度公式为:

Dx<i = D+
x - 6

( N- 1) / 2

k
1
= 1

1
(2k 1+ 1) !

#[ Dx (Dxx)
k
1] - 6

N /2

k
2

= 1

1
(2k2) !

#(Dxx )
k
2 <i + O( h
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) , ( 18)

其中 ( N - 1) / 2和 N/ 2取其整数部分的值1 

以下给出了 N = 10的一阶前差导数的表达式如下:

  Dx<i = D+
x -

1
2
D1xx -

1
6
D+

x ( D1xx) +
1
12
D2xx +

1
30
D+

x ( D2xx) -
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1
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接下来,我们导出完全单侧的前差一阶导数的表达式如下:

  D+
x <i = 6

N

k= 1

1
k!

#(D+
x )

k <i + O( h
N+ 1

)1 ( 20)

由上面的运用逐阶迭代的方法,可以得到高阶精度的 D
+
x <i 的表达式如下:

  D
+
x <i = 6

N

k= 1

(- 1)
k- 1

k
#( D

+
x )

k
<i + O( h

N+ 1
)1 ( 21)

1. 2. 3  后差的一阶空间导数

把函数值 <i- 1在 i 点进行( N ) 阶泰勒展开得到:

  Dx<i = D-
x + 6

N

k= 2

(- 1)
k

k !
# h

5
5x

k

<i + O( h
N+ 1

) 1 ( 22)

同理,通过同样的方法可以得到后差一阶导数的高阶精度公式为:
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以下给出了 N = 10的一阶后差导数的表达式如下:

  Dx<i = D-
x +

1
2
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1
6
D-

x ( D1xx) -
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接下来,我们导出完全单侧的后差一阶导数的表达式如下:

  D-
x <i = 6

N

k= 1

(- 1)
k- 1

k !
#(D-

x )
k <i + O( h

N+ 1
)1 ( 25)

由上面的运用逐阶迭代的方法,可以得到高阶精度的 D-
x <i 的表达式如下:

  D
-
x <i = 6

N

k= 1

1
k

#( D
-
x )

k
<i + O( h

N+ 1
)1 ( 26)

由( 21)式和( 26)式可以看出本文导出的完全单侧的一阶导数的前差和后差公式与牛顿插

值的一阶前差和后差是完全一致的,进一步证明了本文推导的正确性1 
1. 3  边界处理

由二阶导数 Dxx<i 和一阶导数 Dx<i 的表达式可知, 在求解过程中必须用到左、右边界的

D
k  
xx <0、D

k  
xx <M ( k = 1 ~ N )1 由泰勒展开可以得到,对于左边界的 D

1
xx<0 为:

  D1xx<0 = 6
N

j= 1

2
(2j ) !

#(D+
x )

2j <0+ O( h
2(N+ 1)

) 1 ( 27)

把( 21)式代入( 27)式可以得到:

  D1xx<0 = 6
N

k= 2

(- 1)
k#( D+

x )
k <0+ O( h

N+ 1
) 1 ( 28)

同理,对于右边界的 D1xx<M 为:

  D1xx<M = 6
N

j= 1

2
(2j ) !

#(D-
x )

2j <M + O( h
2(N+ 1)

) 1 ( 29)

把( 26)式代入( 29)式得到:

  D1xx<M = 6
N

k= 1

( D-
x )

k <M + O( h
N+ 1

)1 ( 30)

而左、右边界的 D
k  
xx <0、D

k  
xx <M (2 [ k [ N ) 可以运用 D

k- 1
xx <i ( i = 0, ,, M) 的值通过( 28)式和

( 30)式计算得到1 

2  Fourier 分析

我们利用 Lele[ 2]的分析方法分别得到了本文提出的一阶导数( 16)式、( 19)式和二阶导数

( 4)式的一直到 O( h
12

) 阶的修正波数为:

  kc$x- Dx ( k$x ) = A-
1
6
AB+

1
30
AB2-

1
140

AB3+
1
630

AB4+ O( h
12

) , ( 31)

  kc$x- Dxx ( k$x ) = - B-
1
12
B
2
+

1
90
B
3
-

1
560

B
4
+

1
3 150

B
5

+ O( h
12

) , ( 32)

其中, A= sin( k$x ) , B= 2( cos( k$x ) - 1) , k$x = 2P$x / L , L 和 $x 分别为波长和网格步长1 
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本文的修正波数与精确解的比较如图 1、图2所示1 其中各阶精度的表达式分别取( 31)式和

(32)式中前面相对应的项而得到1 各种格式的 kc$x 与 k$x 精确解的相对误差为:

  E = | kc$x - k$x | / ( k$x ) 1 

       ( a) 修正波数                ( b) 相对误差 E

图 1 本文提出的各阶精度的一阶导数与精确解的比较图(其中: Cup为紧致迎风格式,

Ccd为紧致中心格式,后面的数字代表精度的阶数, Exact 为精确解)

      ( a) 修正波数                ( b) 相对误差 E

 图 2  本文提出的各阶精度的二阶导数与精确解的比较图(其中: Ccd 为紧致中心格式,

后面的数字代表精度的阶数, Exact为精确解)

3  数值算例与结果分析

3. 1  方波问题的模拟

为了分析本文所给出的任意精度的三点紧致空间显格式,我们以一维的对流扩散方程来

进行验证1 

  

5 <
5 t

+ u
5 <
5x

= E5
2
<

5x
2 ,   t > 0, - ] < x < ] ,

<( x , 0) =
1,   0. 1 [ x [ 0. 2,

0,   - ] < x < 0. 1, 0. 2 < x < ] ,

( 33)

它的精确解为:
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  <( x , t ) =
1
2

erf
x 1- x + u#t

2 E#t
+ erf

x 0+ x - u#t

2 E#t
,

erf为误差函数 f ( x ) =
2

PQ
x

0
e- t

2

dt1 

在处理对流项时,我们采用四阶精度的一阶导数( ( 16)式) ;在处理扩散项时,采用四阶精

度的二阶导数( ( 4)式) ;对时间项的处理采用四阶标准的 Runge-Kutta 方法1 
本文取 $x = 0. 01, $t = 0. 000 1, t = 0. 0061 通过改变库朗数 c = u$t / ($x ) 和扩散参

数 r = E$t / ( $x
2
) ,模拟了 4种情况,其中库朗数分别取 c = 0. 2, c = 0. 4, c = 0. 6, c = 1;而

Peclect数( Pe = c/ r ) 均为 101 

    图 3  c = 0. 2, r = 0. 02           图 4 c = 0. 4, r = 0. 04

    图 5  c = 0. 6, r = 0. 06            图 6 c = 1, r = 0. 1

(注: L-W格式已经发散)

表 3 几种格式的数值解与精确解的 L2 和 L ] 误差比较

4种情况 传统隐格式 Lax-Wendrohoff格式 Crank-Nicolson格式 本文格式

 L 2 L ] L 2 L ] L2 L ] L 2 L ]

c = 0. 2 0. 044 9 0. 229 6 0. 040 8 0. 222 9 0. 046 4 0. 234 9 0. 030 0 0. 124 8

c = 0. 4 0. 058 2 0. 204 8 0. 030 5 0. 153 4 0. 039 9 0. 191 1 0. 025 3 0. 090 3

c = 0. 6 0. 081 4 0. 215 0 0. 024 5 0. 101 0 0. 038 7 0. 146 5 0. 023 1 0. 074 3

c = 1 0. 113 5 0. 217 1   发 散  0. 047 7 0. 185 2 0. 021 2 0. 059 0

注  L2 ( U) =
1
M 6

M

i= 1

( Uexact
i - Unum

i ) 2
1/ 2

, L ] ( U) = max
i

| Uexact
i - Unum

i | 1 

由图 3至图 6可以看出,当模拟对流占优的方波问题时,本文所提出的格式能够很好的模
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拟出方波运动的过程1 而传统 Lax-Wendrohoff格式和 Crank-Nicolson格式会在波峰和尾波出产

生震荡,传统隐格式虽然波峰位置模拟得比较准确,但是产生了很大的数值耗散1 

3. 2  顶盖方腔流的模拟
作为 CFD的实际应用,对方腔流进行了数值模拟,采用涡量流函数的方程, 由时间相关法

求方腔 (0 [ x , y [ 1) 流动的定常解1 涡量的对流扩散方程在空间上采用本文提出的四阶精
度的三点紧致显格式处理,时间上为一阶的欧拉前差1 流函数的泊松方程采用迭代求解,利用

本文的四阶精度格式得到速度 u、v 1 取41 @ 41个网格和81 @ 81个网格分别计算了 Re = 100

和Re = 1 000的两种流动,两种情况下的流函数和涡量如图7、图 8所示,所得到的结果比文献

[ 14]中的紧致格式效果要好,与文献[ 15]中的结果基本一致, 而文献[ 15]中是在 81 @ 81个网

格计算的 Re = 100和在 129 @ 129网格中计算的 Re = 1 0001 与 Ghia等[ 16]的 129 @ 129网格

下得到的中心线上的速度 u、v 进行了比较, 如图 9、图 10所示,可以看出通过本文提出的高精

度的三点紧致显格式处理,在稀疏网格内能得到很好的精度,可以节省总体的计算量和提高整

体的精度1 

        ( a) 流函数                 ( b) 涡量

图 7 在 41@ 41个网格下得到的 Re = 100 时的定常解

        ( a) 流函数                 ( b) 涡量

图 8 在 81@ 81个网格下得到的 Re = 1 000时的定常解
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   图 9  在 x = 0. 5 处的 u 与 Ghia        图 10 在 y = 0. 5处的 v 与 Ghia

等[ 16]结果的比较 等[ 16]结果的比较

由以上 2个算例可以看出,本文所提出的三点紧致显格式能够很好的处理偏微分方程中

的空间导数,当与一些时间上高精度的Runge-Kutta和Adams-Bashforth格式结合后,能够很好的

模拟出计算流体力学中的一些实际问题1 

4  结   论

与以往的高精度紧致格式不同,本文基于文献[ 13]的逐阶迭代思想, 提出了任意精度的 3

点紧致显格式, 在差分模板中始终用的是 3个节点, 实现了真正意义上的紧致效果, 而且可以

达到任意精度, 并且是一个显式求解的过程, 不用求解各个节点上的导数和函数值组成的代数

方程组1 最后通过模拟方波问题和顶盖方腔流的算例表明,本文格式可以在稀疏网格内得到

很高的精度,不仅能节省计算量,而且易于编程,有很高的计算效率1 
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Three-Point Explicit Compact Difference Scheme With

Arbitrary Order of Accuracy and Its Applicatin in CFD

LIN Jian-guo,  XIE Zh-i hua,  ZHOU Jun-tao

( College of Envir onm ental Science and Engineer in g , Dalian Mar itim e Univ er sity ,

Dalian 116026, P . R . China )

Abstract: Based on the successive iterative approach in the taylor series expansion method, a three-

point explicit compact difference scheme with arbitrary order of accuracy is derived, and the numer-i

cal characteristic of the scheme was studied by the Fourier analysis. Unlike the conventional compact

difference schemes which need to solve the equation to obtain the unknown derivatives in each node,

the proposed scheme is explicit and can achieve arbitrary order of accuracy in space. Application ex-

amples for the convection-diffusion problemwith a sharp front gradient and the typical lid- driven cav-i

ty flow were given. It is found that the proposed compact scheme is not only simple to implement and

economical to use, but also effective to simulate the convection-dominated problem and obtain high-

order accurate solution in coarse grid systems.

Key words: arbitrary order of accuracy; compact scheme; three- point stencil; explicit; lid- driven

cavity flow
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