
文章编号: 1000-0887(2007) 07-0877-06 oC 应用数学和力学编委会, ISSN 1000-0887

一类拟线性 SchrÊdinger方程
X

舒  级1, 2

,  张  健2

( 1. 四川师范大学 计算机软件实验室, 成都 610066;

2. 四川师范大学 数学与软件科学学院, 成都 610066)

(李继彬推荐)

摘要:  在二维空间中讨论一类拟线性 SchrÊdinger 方程, 该方程在物理学上描述了吸引玻色-爱因

斯坦凝聚1 通过建立这个方程的性质, 运用能量方法,证明了该方程所对应的初值问题的解在一

定条件下爆破1 同时利用变分方法, 也得到了整体解存在的一个充分条件, 该条件与一个经典的

椭圆方程的基态有关1 
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引   言

对于如下的拟线性 SchrÊdinger 方程:

  iUt = - $U+ V( x ) U- f ( | U| 2) U- k ( $h( | U| 2) ) hc( | U| 2) U, ( 1)

已被证明可以作为几种物理现象的模型1 这里 V = V( x ) , x I R
N 是一个给定的势, k 是一个

实常数, f、h 是实函数 1 例如,对于 h( s ) = s, 我们可得方程:

  iUt = - $U+ V( x ) U- f ( | U| 2) U- k ( $ | U |
2
) U1 ( 2)

该方程在等离子物理中被称为超流质薄膜方程[ 1] 1 对于 h( s) = (1+ s )
1/ 2
, 方程( 1)描述了一

类高幂超短激光在物质中的自引导现象[ 2] 1 方程( 1)也出现在等离子物理, 流体力学[ 3-4] ,

Heisenberg 铁磁和岩浆理论[ 5- 6] ,耗散量子力学[ 7]和凝聚态理论中[ 8] 1 关于方程( 1)和方程( 2)

的数学文献目前还非常少1 对于初值问题的局部适定性和整体适定性, 文献[ 2]研究了 h( s )

= (1+ s)
1/ 2和 N = 1, 2, 3的情形;文献[ 1] 研究了 h ( s) = s 和N = 1的情形;文献[ 9] 至文

献[ 11] 研究了 h为一般函数的情形1 另外, 文献[ 12]和文献[ 13]研究了驻波的存在性,文献

[ 14]和文献[ 15]研究了解的爆破和整体存在性1 

在( 1)式中, 令 h ( s) = s, V( x ) = | x |
2
, k = 1以及f ( s ) = s

( p- 1) / 2
, 则得到如下的拟线性

SchrÊdinger方程:

  iUt = - $U+ | x |
2 U- | U| p- 1 U- U$( | U| 2) ,   t > 0, x I R

2
, ( 3)
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其中 U= U( t , x ) : R+ @ R
2 y C, i = - 1, $是Laplace算子, 1 [ p < ] 1 在物理上该模型

近似地描述了吸引玻色-爱因斯坦凝聚现象[ 14] 1 

本文借助能量方法[ 16-17]和变分法[ 18-20] , 研究方程( 3)所对应的初值问题的解爆破和整体

存在的条件1 本文结构如下: 第1节我们给出方程( 3)的一些预备知识1 第 2节我们证明方程

( 3)所对应的初值问题解在一定条件下爆破1 第3节我们给出方程( 3)所对应的初值问题解整

体存在的一个充分条件1 

1  预 备知 识

对方程( 3) , 我们引进初值如下:

  U(0, x ) = U0,   x I R
21 ( 4)

对应于方程( 3) , 定义一个能量空间

  H := W I H
1
r ( R

2
) ,Q| x |

2
| W| 2dx < ] ,

这里H
1
r = W I H

1
( R

2
) , W( x ) = W( | x | ) 表示由径向对称函数组成的空间, 并在 H 上赋

予如下的范数:

  +# +H = +¨W+L
2 + +W+L

2 + +xW+L
21 

为了简便起见, 以后都记QR
2#dx = Q#dx1 

在本文里我们不研究初值问题( 3)和初值问题( 4)在空间 H 上关于时间的局部适定性,正

如文献[ 15]、文献[ 16]和文献[ 21]一样1 

下面我们给出两个引理(参见文献[ 15]和文献[ 22] ) 1 
引理 1. 1  设 U0 I H , U( t , x ) 是初值问题(3) 和初值问题(4) 在 C( [ 0, T ) ; H ) 中的解1 

令能量泛函为:

  E( t) := Q| ¨U| 2+ | x |
2
| U |

2
+

1
2

| ¨| U |
2
|
2
-

2
p + 1

| U |
p+ 1 dx 1 

那么我们有:

  Q| U| 2dx = Q| U0 |
2dx1 ( 5)

  E( t) S E(0) 1 ( 6)

引理 1. 2  设 U( t , x ) 是初值问题(3) 和初值问题(4) 在 C( [ 0, T ) ; H ) 中的解, | x | U0 I

L
2
( R

2
)1 令 J ( t ) = Q| x |

2
| U |

2
dx , 则有

  J d( t ) = 8Q| ¨U |
2
- | x |

2
| U| 2+ | ¨| U| 2 | 2-

p - 1
p + 1

| U| p+ 1 dx1 ( 7)

证明  由 J ( t ) = Q| x |
2
| U |

2
dx , 可得:

  Jc( t ) =
d
dtQ| x |

2
| U| 2dx = Q| x |

2
( UUt + �UUt )dx = 2RQ| x |

2�UUtdx ,

根据方程( 3) ,有

  Ut = i$U+ iU($ | U| 2) + i | U| p- 1 U- i | x |
2 U,

从而

  Jc( t ) = 2RQ| x |
2�U( i$U+ iU($ | U| 2) + i | U |

p- 1 U- i | x |
2 U) dx =
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    2 IQ| x |
2
�U$Udx = - 2IQ̈ �U (̈ | x |

2
U)dx =

    - 2 IQ[ | x |
2
| ¨U |

2
+ 2xU¨�U] dx = 4IQx�U¨Udx1 

因此

  J d( t ) = 4IQ( x Ut¨U+ x�U¨Ut )dx1 

注意到

  Qx�U¨Utdx = - QUt (̈ x�U)dx = -QUt ( 2�U+ x ¨�U)dx ,

于是

  J d( t ) = 4IQx Ut¨Udx - 4IQUt (2�U+ x ¨�U)dx =

    - 8 IQxUt¨�Udx - 4IQ2�UUtdx =

    - 8 IQx ( i$U+ iU( $ | U| 2) + i | U |
p- 1 U- i | x |

2 U) ¨�Udx -

    4 IQ2�U( i$U+ iU( $ | U |
2
) + i | U |

p- 1
U- i | x |

2
U)dx =

    - 8RQx ( $U+ U($ | U| 2) + | U |
p- 1 U- | x |

2U) ¨�Udx -

    4RQ2�U( $U+ U($ | U| 2) + | U |
p- 1U- | x |

2U)dx ,

因为:

  RQx ¨�U$Udx = 0,

  RQx ¨�UU($ | U| 2)dx = 0, RQ�U$Udx = - Q| ¨U| 2dx ,

  RQ�UU( $ | U |
2
)dx = - Q| ¨ | U |

2
|
2
dx ,

  RQx ¨�U | U |
p- 1
Udx = -

2
p + 1Q| U |

p+ 1
dx ,

  RQx ¨�U | x |
2Udx = - 2Q| x |

2
| U| 2dx ,

所以我们有:

  J d( t ) = 8Q| ¨U |
2
- | x |

2
| U| 2+ | ¨| U| 2 | 2-

p - 1
p + 1

| U| p+ 1 dx1 

2  爆 破定 理

这节给出解的爆破定理1 
定理 2. 1  设 p \ 5, U0 I H , 如果下列条件之一满足:

( Ñ) E(0) < 0;

( Ò) E(0) = 0, IQU0x ¨U0dx < 0;

( Ó) E(0) > 0, IQU0x ¨U0dx
2

\ 2E (0)Q| xU0 |
2dx 1 

则初值问题( 3)和初值问题( 4)的解 U( t , x ) 将在有限时间 T < ] 内发生爆破1 
证明  我们用反证法来证明定理 2. 11 假定解 U( t , x ) 的最大存在时间 T 无限1 由经典
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分析,下面等式成立1 

  J ( t ) = J (0) + Jc(0) t + Q
t

0
( t - s ) Jd( s )ds,   0 [ t < ] 1 ( 8)

根据定理 2. 1的假设以及( 7)式,可得

  J d( t ) = 16E( 0) - 12Q| ¨U |
2
+ 3 | x |

2
| U| 2+

p - 5
p + 1

| U |
p+ 1 dx [

    16E(0) ,   0 [ t < ] 1 ( 9)

因此

  J ( t ) [ J (0) + Jc(0) t + 8E (0) t2,   0 [ t < ] 1 ( 10)

注意到 J ( t ) 是一个非负函数, 而且

  J (0) = Q| x |
2
| U0 |

2dx

以及

  Jc( t ) = 4IQx U0¨U0dx ,

所以,在假设( Ñ )或( Ò)或( Ó)下, ( 10)式表明存在 T
*
< ] 使得

  lim
t yT

*
J ( t ) = 0,

即

  lim
t yT

*Q| x |
2
| U0 |

2
dx = 0,

这与引理 1. 1矛盾1 因此初值问题( 3)和初值问题( 4)的解在有限时间内爆破1 

3  整体存在性

这节使用变分方法建立方程( 3)和一个经典的椭圆方程之间的关系,然后可以得到带临界

幂非线性项的初值问题( 3)和初值问题( 4)整体解存在的一个充分条件1 
考虑非线性数量场方程

  - $u + u - | u |
2
u = 0,   u I H

1
( R

2
) 1 ( 11)

由文献[ 18]至文献[ 20] ,我们得到下面的引理1 
引理 3. 1  方程( 11)有一个唯一的径向对称解 Q( x ) (基态解) ,即 Q( x ) 只依赖于 | x | 1 

而且,
1
2 QQ

2
dx 是下面泛函的最小值

  I ( W) =
Q| ¨W|

2
dx Q| W|

2
dx

Q| W|
4
dx

,   W I H 1 ( 12)

注记 3. 1 由引理 3. 1, 得到

  Q| W | 4dx [ 2 QQ2dx
- 1

Q| ¨W | 2dx Q| W| 2dx 1 ( 13)

这就是 Gagliardo-Nirenberg不等式1 

下面,我们给出初值问题( 3)和初值问题( 4)整体解存在的一个定理1 
定理 3. 1  设 Q( x ) 是方程(11) 的正径向对称解而且 p = 31 如果 U0 满足 U0 I H 和

+U0 +L
2 < +Q +L

2,那么初值问题(3) 和初值问题(4) 的解 U( t , x ) 关于时间 t I [ 0, ] ) 整体

存在1 
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证明  设 U( t , x ) I C( [ 0, T ) ;H ) 是初值问题( 3)和初值问题( 4)的解1 由引理 1. 1和引

理1. 2,应用引理 3. 1, 可得

  Q 1-
Q| U|

2
dx

QQ
2
dx

| ¨U| 2 + | x |
2
| U |

2
+

1
2 | ¨| U |

2
|
2
dx [ E (0) , ( 14)

从而由

  +U0 +L
2 < +Q +L

2,

我们得出Q| ¨U |
2dx 和Q| x |

2
| U |

2dx 对于 t I [ 0, T ) 和任何的T < ] 是有界的 1 于是

可推出 U( t , x ) 关于时间 t I [ 0, ] ) 整体存在1 t
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On a Class of Quasilinear SchrÊ dinger Equations

SHU Ji
1, 2

,  ZHANG Jian
2

( 1. Sichuan Provincial Key Labora tory of Com puter Softwar e , Sichuan Norm al

Univer sity , Chen gdu 610066, P . R . Chin a ;

2. College of Ma them atics and Softwa r e Scien ce , Sichuan Norma l Un iv er sity ,

Chengdu 610066, P . R . China )

Abstract: A type of quasilinear SchrÊ dinger equations in two dimensions are discussed, which de-

scribe attractive Bose-Einstein Condensates in physics. By establishing the property of the equation

and applying the energymethod, was proved the blowup of the solutions to the Cauchy problem for the

equation under certain conditions. At the same time, by the variational method, the a sufficient cond-i

tion of global existence was got, which is related to the ground state of a classical elliptic equation.

Key words: quasilinear SchrÊ dinger equations; blow up; global solution; ground state; Bose-Einstein

condensates
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