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摘要:  用抛物化稳定性方程 ( PSE) , 研究了可压缩边界层中扰动的演化, 并与由直接数值模拟

( DNS)所得进行比较# 目的在检验 PSE 方法用于研究可压缩边界层中扰动演化的可靠性# 结果显

示,无论是亚音速还是超音速边界层, 由 PSE 方法和由 DNS 方法所得结果都基本一致, 而温度比速

度吻合得更好# 对超音速边界层, 还计算了小扰动的中性曲线# 与线性稳定性理论( LST )的结果

相比,二者的关系和不可压边界层的情况相似# 
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引   言

在飞行器的研制中, 转捩位置的确定是一个重要的问题,为此要对边界层内扰动演化问题

进行研究# 一种方法是使用线性及弱非线性稳定性理论, 它一般不考虑基本流的非平行性影

响# 虽然有Gaster
[ 1]
、于秀阳和周恒

[ 2]
等针对基本流的非平行性问题, 提出了一种处理线性问

题的方法, 使得与实验结果更加符合,但很难被推广到非线性问题# 近年来, 直接数值模拟方

法越来越多地被用来研究扰动演化问题,但计算工作量太大,一般只能用于机理性研究# 

上世纪 80年代, Herbert和 Bertolott i[ 3]提出了抛物化稳定性方程,用以分析不可压缩边界

层内的扰动演化# 此法既考虑了非平行性,计算量又不大# 用线性 PSE( LPSE) [ 4]比用 LST 得

到的中性曲线更符合实验结果
[ 5-8]

,也与 Gaster
[ 1]
的结果一致# 用非线性 PSE( NPSE)得到的结

果[ 4] , [ 9]与 DNS结果一致,包括基本扰动、高次谐波和平均流修正的幅值与剖面# 在此基础上,

PSE 方法被用来更深入的研究不可压缩边界层的稳定性[ 10]# Herbert[ 11]对这方面的工作做了

总结# 

相对不可压缩边界层,可压缩边界层的 PSE 更为复杂, 其结果也较少# 但由于航空航天
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技术发展的需求,尤其是对超音速和高超音速边界层的关注,这方面的研究逐渐多了起来# 它

同样开始于相对简单的线性问题[ 12-14]# 晚些时候, Chang 等人[ 15]用 NPSE方法计算了扰动的

非线性演化,并将扰动的二次谐波与时间模式的 DNS 结果对比, 二者基本一致, 而前者的工作

量要比后者小很多# 要将 PSE 方法用以研究可压缩边界层中的扰动演化, 特别是非线性演

化,其有效性必需经受更充分的检验# 要将用 PSE方法所得的扰动演化,与空间模式的 DNS

结果进行细致的对比, 包括更多阶扰动的幅值和剖面# 此外, 可压缩边界层的 LST 同样存在

临界 Reynolds数偏大的问题, 所以有必要用 PSE 方法研究边界层厚度的增长对中性曲线的影

响# 

本文将针对以上两个问题进行研究# 但限于二维扰动的情况# 

1  控 制方 程

由完全的N-S方程出发,先推出完全的扰动方程# 再针对扰动特点推出稳定性方程, 最后

利用边界层厚度增长缓慢的性质将其抛物化而得到PSE# 

用上标* 表示有量纲的量,二维Cartesian坐标系下的完全 N-S方程为
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其中 V
* 是速度矢量, t * 是时间, Q* 是密度, p * 是压力, T

* 是温度, c
*
p 是比热比, k

* 是热传

导系数, L* 是第一粘性系数, K* 是第二粘性系数, R
* 为普适气体常数 # 5* 为粘性耗散函

数,表示为
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其中 S
*
为应变率张量# 

方程无量纲化时取特征长度为 l
*
0 = C*

e x
*
0 / L

*
e ,其中 x

*
0 为平板前缘到计算域入口的

距离, C*
e 为运动粘性系数, u

*
e 为流向速度, 下标 e表示边界层外的自由来流中的量# 其它特

征量为自由流速度 u
*
e 和自由流温度 T

*
e # 平板前缘到入口无量纲距离为 x 0 = x
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显见 a = ( x
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0 + $x *

) / x
*
0 \ 1# 由此得到流向 x 的 1阶、2阶导数的量级分别为
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( 3)式成为后来对方程进行抛物化的依据# 

将瞬时量设为定常基本流与扰动量之和
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u = �u + uc, v = �v + vc,
Q= �Q+ Qc, T = �T + Tc, p = �p + pc,

L= �L+ Lc, K= �K+ Kc, k = �k + kc,

( 4)

其中上标- 表示基本流,上标c 表示扰动量# 将( 4)式代入 N-S 方程,并减去定常基本流满足

的方程,得到扰动方程

  Vxx
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其中 <为扰动矢量<= ( Qc, uc, vc, Tc) T# 系数矩阵 Vxx、Vyy、Vxy、#、A、B、D都由线性部分与

非线性部分组成,二者分别用上标 l和 n表示,则这些矩阵可记为
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1. 1  线性抛物化稳定性方程
对于小扰动, ( 5)式中的非线性部分可略去,得到线性扰动方程

  V
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再将扰动设为时间的周期函数,

  <( x , y , t ) = <̂( x , y ) e
i Qx

x
0
a(�x ) d�x- Xt

+ c. c. ( 7)

其中 <̂ = ( Q̂, û, v̂ , T̂ ) T为形状函数矢量, A为波数, X为频率, c. c.表示复共轭# 此形式与线

性稳定性理论的表达式类似, 但由于考虑边界层的增长, 形状函数 <̂和波数A都是x 的缓变函

数# 将( 7)式代入线性扰动方程( 6)式, 得到线性稳定性方程
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其中系数矩阵为
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Reynolds数 Re0一般是一个大数且 a \1,可用(3) 式估计方程(8) 中系数的量级# 去掉方程中

含1/ ( Re2
0) 的项, 即得线性抛物化稳定性方程

  V
l
yy
52 <̂
5y 2+ Â

5 <̂
5x + B̂

5 <̂
5y + D̂̂< = 0# ( 9)

壁面处使用无滑移边界条件和等温或者绝热条件,使用等温条件时为

  û = v̂ = T̂ = 0, y = 0# ( 10a)

使用绝热条件时为

  û = v̂ = 0,
5T̂
5y = 0,   y = 0# ( 10b)

边界层外的边界条件为

  û = v̂ = T̂ = 0,   y y ] # ( 11)

方程( 9)中有两个未知函数,即形状函数 <̂和波数 A, 这就需要补充一个条件# 采用如下补充

条件

  Q
]

0
�Q û

c 5û
5x + v̂

c 5 v̂
5x dy = 0, ( 12)

其中上标 c表示复共轭# 这相当于由形状函数决定的能量沿流向几乎是不变的,于是扰动的
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能量增长和相位变化就分别吸收到波数的虚数和实数部分# 具体应用这一条件( 12)时要用下

式算出一新的波数# 

  Anew
= Aold

- i
1
EQ

]

0
�Q û

c 5 û
5x + v̂

c 5 v̂
5x dy , ( 13)

其中 E 为扰动能量E = Q
]

0
�Q( | û | 2

+ | v̂ |
2
)dy# 然后返回去用(9) 式重算一个新的解# 如此

反复迭代,直至 A的变化小于预设的小量E(本文取 E= 10- 9
)# 

若 x 方向步长太小, PSE会表现出较强的数值不稳定性而导致计算发散# Li和 Malik[ 16] ,

Ha-j Hariri
[ 17]
证明了数值不稳定性的存在并提出了解决方法# 

1. 2  非线性抛物化稳定性方程
扰动方程( 5)也可记为如下形式
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其中右边的矢量函数 F
n表示所有的非线性项# 考虑到方程是非线性的,需将扰动设为如下形

式

  <( x , y , t ) = 6
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, ( 15)

当然计算中只能取有限多项, 本文中 m 取- 7到 7# 将(15) 式代入(14) 式,再去掉方程中含

1/ ( Re
2
0) 的项, 并将波数和频率相同的项放在一起, 则对每一阶未知的形状函数, 有如下的抛

物化稳定性方程
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l
yym
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5 <̂m
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其中 F̂m 是阶数为m 时的非线性项# 由于 <( x , y , t ) 是实迭量,所以只需对 m \ 0的项进行

计算,其它的项为它们的共轭# 

边界条件与线性 PSE 时相同,即使用( 10)式、( 11)式,只是当 m = 0时自由流条件改为

  û0 =
5 v̂0

5y = T̂ 0 = 0,   y y ] # ( 17)

此条件使得平均流保持质量平衡# 

2  数 值方 法

2. 1  基本流和入口条件

使用 PSE计算,需要已知计算域内的基本流和入口条件# 基本流可以是 Blasius相似性解

或者由直接数值模拟得到# 我们选取某一频率的Tollmien-Schlichting( T-S)波作为入口扰动,其

形状函数和波数由 LST 给出# 

2. 2  计算网格和差分格式

流向使用等间距网格# 对于线性计算,流向步长可以取 1/ 3扰动波长或更大, 而对于非线

性计算,流向步长须小于 1/ 20的扰动基本波波长# 法向使用变间距网格, 靠近壁面处网格较

密# 为了在法向使用高精度等间距差分格式, 须将方程变换到等间距的计算坐标 G下,变换

形式如下:

  G= G( y )# ( 18)

流向使用 1阶或 2阶单边差分格式
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坐标 G的导数使用 4阶中心差分格式
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, ( 20)
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靠近边界处差分格式需降阶# 

3  结果和讨论

3. 1  非线性抛物化稳定性方程
分别对亚音速边界层及超音速边界层,用 NPSE方法计算了初始时是T-S波的扰动的非线

性演化,并将结果与相应的DNS结果比较,以确定其有效性# 

3. 1. 1  亚音速边界层
在入口 Reynolds数 Re0 = 1 138处加入频率为 X= 0. 028 4,幅值为1 @ 10- 4的T-S波# 基

本流用直接数值模拟得到# 来流Mach数 Ma为 0. 3# 图 1、图 2和图 3分别画出了入口下游

x = 598, x = 773, x = 949, x = 1 125处的 0阶(即平均流修正)、1阶(即T-S波)和 2阶(即T-

S波的二次谐波)波,并与空间模式直接数值模拟的结果对比# 由图可见, NPSE的结果与 DNS

相当一致# 

    ( a) 0阶扰动速度剖面 û0            ( b) 0 阶扰动温度剖面 T̂ 0

图 1 入口下游 x = 598, x = 773, x = 949, x = 1 125 处 0阶扰动剖面

3. 1. 2  超音速边界层第一模态 T-S波

对Mach数为 Ma = 4. 5的边界层, 在入口 Reynolds数 Re0 = 10 471处加入频率为 X =

01053 3,波数为 Ar = 0. 064, 幅值为 0. 01的第一模态 T-S波# 基本流用直接数值模拟得到# 
图4、图 5、图 6画出了入口下游 x = 516处的 NPSE与 DNS的结果# 二者符合较好,而温度比

速度符合得更好# 

3. 1. 3  超音速边界层第二模态 T-S波

对Mach数Ma= 4. 5的边界层,在入口Reynolds数Re0= 11 635处加入频率为 X= 0. 258,

波数为 Ar = 0. 283, 幅值为 0. 001的第 2模态T-S波# 基本流用直接数值模拟得到# 图 7、图
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8、图 9画出了入口下游 x 为 138处NPSE与 DNS的结果# 二者符合较好,同样,温度比速度符

合得更好# 

   ( a) 1阶扰动速度幅值剖面 | û1 |       ( b) 1 阶扰动温度幅值剖面 | T̂ 1 |

图 2 入口下游 x = 598, x = 773, x = 949, x = 1 125 处 1阶扰动幅值剖面

   ( a) 2 阶扰动速度幅值剖面 | û 2 |        ( b) 2 阶扰动温度幅值剖面 | T̂ 2 |

图 3 入口下游 x = 598, x = 773, x = 949, x = 1 125 处 2阶扰动幅值剖面

    ( a) 0 阶扰动速度剖面 û 0           ( b) 0 阶扰动温度剖面 T̂ 0

图 4  入口下游 x = 516 处 0阶扰动剖面
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    ( a) 1阶扰动速度幅值剖面 | û1 |       ( b) 1 阶扰动温度幅值剖面 | T̂ 1 |

图 5 入口下游 x = 516 处 1阶扰动幅值剖面

   ( a) 2 阶扰动速度幅值剖面 | û 2 |        ( b) 2 阶扰动温度幅值剖面 | T̂ 2 |

图 6 入口下游 x = 516 处 2阶扰动幅值剖面

      ( a) 0 阶扰动速度剖面 û0            ( b) 0阶扰动温度剖面 T̂ 0

图 7 入口下游 x = 138 处 0阶扰动剖面

由以上 3个算例可见, PSE的结果都与DNS的符合或基本符合,但前者的计算时间比后者

至少小 1个数量级# 另外对每个算例,还用 Blasius相似性解作基本流使用 NPSE计算,所得结
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果不变,这与 DNS相比又节省了计算定常基本流的时间# 

    ( a) 1 阶扰动速度幅值剖面 | û 1 |        ( b) 1 阶扰动温度幅值剖面 | T̂ 1 |

图 8 入口下游 x = 138 处 1阶扰动幅值剖面

    ( a) 2阶扰动速度幅值剖面 | û2 |       ( b) 2 阶扰动温度幅值剖面 | T̂ 1 |

图 9  入口下游 x = 138 处 2阶扰动幅值剖面

3. 2  平板超音速边界层的中性曲线
前面提到, 对不可压缩边界层, 用LST 所得的中性曲线与实验不完全相符,这主要是由于

LST 忽略了边界层厚度的增长# 现对 Mach数为 4. 5的超音速边界层, 比较用 LTS 及用 LPSE

所得到的第二模态T-S波的中性曲线,结果见图 10# LPSE 中性曲线所示的临界 Reynolds数略

小于 LST 的,而在大 Reynolds数处两条中性曲线逐渐一致# 这与不可压平板边界层的结果很

相似# 由此可见非平行性确实使得临界 Reynolds数减小,而在大 Reynolds数处平行流假设仍

适用# 

4  结   论

由于抛物化稳定性方程考虑了基本流的非平行性, 比一般的流动稳定性理论能给出更符

合DNS结果的扰动演化结果# 

对超音速边界层的小扰动问题,用抛物化稳定性方程所得到的临界 Reynolds数,比线性稳

定性理论的结果要小一些,因而中性曲线也有一些不同# 其趋势和不可压边界层相似# 但因

超音速边界层的中性曲线没有实验结果,因而无法与实验结果进行比较# 
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图 10  LPSE和 LST 的中性曲线(当地 Reynolds

数 ReL = u*
e x

* / C*
e , 无量纲频率 F =

2Pf * C*
e / u

*
e @ 106, f * 为频率)

无论是亚音速还是超音速边界层中扰动的非

线性演化问题, 用抛物化稳定性方程都可得到与

空间模式直接数值模拟基本一致的结果, 包括各

阶扰动的幅值和剖面# 我们只比到 2阶# 如果比

到更高阶, 则有一个新的问题# 对抛物化稳定性
方程来说,阶数有限, 但对每一阶波来说, 其数值

计算的分辨率都不成问题# 而对直接数值模拟来
说,扰动的阶数可以很高, 但对高阶波来说, 数值

计算的分辨率就可能成问题# 

用抛物化稳定性方程计算, 所需时间要比用

DNS方法的至少要小 1个数量级# 因此, PSE 方

法在实际工程问题中的应用是值得进一步研究的

问题# 

致谢  本文图 10 中的 LST 中性曲线和部分

DNS数据由天津大学力学系博士生闫溟提供,另一部分 DNS 数据由天津大学力学系黄章峰博

士提供,在此仅向他们表示衷心的感谢# 

附   录

方程( 9)中系数矩阵的表达式如下, 其中 S = Lc/ T c 是基本流温度的函数, Pr 为 Prandtle 数 Pr =

c*
p L*

e / k
*
e , C是比热比# 

  D̂ 11 = - iX+ iA�u +
5�u
5 x +

5�v
5 y , D̂ 12 = iA�Q+

5�Q
5 x , D̂ 13 =

5�Q
5 y , D̂ 14 = 0,

  D̂ 21 = �u
5�u
5 x + �v

5�u
5 y +

iA�T
CMa2 +

1

CMa2
5�T
5x ,

  D̂ 22 = - iX�Q+ iA�Q�u + �Q
5�u
5 x +

4
3

1
Re

- i
dA
dx

+ A2 �L-
4
3

iA
Re0

5 �L
5 x ,

  D̂ 23 = �Q-
5�u
5 y -

iA
Re0

5�L
5 y ,

  D̂ 24 =
iA�Q
CMa2-

iAS
Re0

4
3

5�u
5 x -

2
3

5�v
5 y +

1

CMa2
5�Q
5 x -

1
Re0

4
3

52�u

5 x 2 +
52�u

5 y 2 +
1
3

5 2�v
5 x5 y S+

    4
3

5�u
5 x -

2
3

5�v
5 y

5 S
5 x +

5�u
5 y +

5�v
5 x

5 S
5 y ,

  D̂ 31 = �u
5�v
5 x + �v

5�v
5 y +

1

CMa2
5�T
5 y , D̂ 32 = �Q

5�v
5 x +

2
3

iA
Re0

5�L
5 y ,

  D̂ 33 = - iX�Q+ iA�Q�u + �Q
5�v
5 y +

1
Re0

- i
dA
dx

+ A2 �L-
iA
Re0

5�L
5 x ,

  D̂ 34 = -
iAS
Re0

5�u
5 y +

5�v
5 x +

1

CMa2
5�Q
5 y -

1
Re0

1
3

52�u
5x5 y +

52�v

5 x 2 +
4
3

5 2�v

5 y 2 S+

    5�u
5 y +

5�v
5 x

5 S
5 x + -

2
3

5�u
5 x +

4
3

5�v
5 y

5 S
5 y ,

  D̂ 41 = -
1
C
�u
5�T
5 x + �v

5�T
5 y - iX

1 - C
C
�T + iA

1 - C
C
�T�u,

  D̂ 42 =
�Q
C

5�T
5 x +

1- C
C
�T
5�Q
5 x +

iA( C- 1) Ma
2

Re
-

8
3
�L
5�u
5 x +

4
3
�L
5�v
5 y ,

  D̂ 43 =
�Q
C

5�T
5 y +

1- C
C
�T
5�Q
5 y +

iA( C- 1) Ma2

Re0
- 2�L

5�v
5 x - 2�L

5�u
5 y ,

891抛物化稳定性方程在可压缩边界层中应用的检验



  D̂ 44 = - iX
�Q
C
+ iA

�Q�u
C
-

1
Re0Pr

5�L
5 x -

S
Re0Pr

5�T
5 x +

1- C
C

�u
5�Q
5 x + �v
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    S
Re0

1
Pr

5 2�T

5 x 2 +
52�T

5 y 2 + ( C- 1) Ma2
e

4
3

5�u
5 x

2

+
5�u
5 y

2

+
5�v
5 x

2

+
4
3

5�v
5 y

2

-

    4
3

5�u
5 x

5�v
5 y + 2

5�u
5 y

5�v
5 x -

1
Re0Pr

5�T
5x

5 S
5 x +

5�T
5 y

5 S
5 y - i

dA
dx

- A2 �L
Re0Pr

;

  Â 11 = �u, Â 12 = �Q, Â 13 = 0, Â 14 = 0, Â 21 =
�T

CMa2 ,

  Â 22 = �Q�u -
8
3

iA
Re0
�L-

4
3

1
Re

5�L
5 x , Â 23 = -

1
Re0

5�L
5 y ,

  Â 24 =
�Q

CMa
2-

S
Re0

4
3

5�u
5 x -

2
3

5�v
5 y , Â 31 = 0, Â 32 =

2
3

1
Re0

5�L
5 y ,

  Â 33 = �Q�u -
2iA
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1
Re

5�L
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S
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5�u
5 y +

5�v
5 x ,
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C
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8
3
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4
3
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S
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5�T
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  B̂11 = �v , B̂ 12 = 0, B̂13 = �Q, B̂ 14 = 0, B̂21 = 0,

  B̂22 = �Q�v -
1
Re0

5�L
5 y , B̂23 = -

1
3

iA
Re0
�L+

2
3

1
Re0

5�L
5 x , B̂ 24 = -

S
Re0

5�u
5 y +

5�v
5 x ,

  B̂31 =
�T

CMa2 , B̂ 32 = -
1
3

iA
Re0
�L-

1
Re0

5�L
5 x , B̂ 33 = �Q�v -

4
3

1
Re0

5�L
5 y ,

  B̂34 =
�Q

CMa2 -
S
Re0

-
2
3

5�u
5 x +

4
3

5�v
5 y , B̂41 =

1- C
C
�T�v, B̂42 =
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- 2�L

5�u
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5�v
5 x ,
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8
3
�L
5�v
5 y +

4
3
�L
5�u
5 x , B̂44 =

�Q�u
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1
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S
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5�T
5 y ;

  Vyy =

0 0 0 0
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1
Re0
�L 0 0
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4
3

1
Re0
�L 0

0 0 0 -
1

Re0Pr
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# 
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Verification of the Parabolized Stability Equations

for Its Application to Compressible Boundary Layers

ZHANG Yong-ming1,  ZHOU Heng1, 2

( 1. Depar tm ent of M echanics , T ianjin Univ er sity , Tian jin 300072, P . R . China ;

2. LIU Hu i Certer of Applied Mathemat ics of Nankai Un iv er sity an d Tianjin

Univer sity , T ianjin 300072, P . R . China )

Abstract: Parabolized stability equations ( PSE) were used to study the evolution of disturbances in

compressible boundary layers. The results were compared with those obtained by direct numerical

simulations(DNs), to check if the results from PSE method were reliable or not. The results of com-

parison showed that no matter for subsonic or supersonic boundary layers, results from both the PSE

method and DNS method agreed with each other reasonably well. And the agreement between temper-

atures is better than those between velocities. In addition, linear PSE was used to calculate the neu-

tral curve for small amplitude disturbances in a supersonic boundary layer. Compared with those ob-

tained by linear stability theory ( LST), the situation is similar to those for incompressible boundary

layer.

Key words: parabolized stability equation; direct numerical simulation; linear stability theory
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