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水波中弹性浮板的减振问题研究
X
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摘要:  基于线性水波理论和 Mindlin 厚板动力学理论, 采用Wiener-Hopf方法, 分析研究了水面上

弹性浮板对水波的动响应及其减振问题# 首先, 在不考虑弹性联接情况下, 将分析计算结果与前

人的计算结果及实验数据进行了对比, 验证了该方法的有效性# 其次, 基于该方法分析了连接浮

板与水底的弹簧刚度与浮板振动响应各参数之间的关系, 从而为超大型浮台系统的设计提供理论

依据# 
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引   言

近年来,海面上的浮板水弹性问题越来越引起了人们的关注# 这些关注与目前许多海上

超大型浮动平台的工程设计背景有关, 例如: 人造陆地、机场、航天器发射基地等# 由于这些物

体的尺寸大,长和宽有时可达数公里,所以很难满足实验相似准则# 因此, 采用数值模拟研究

浮板水弹性与水波散射问题具有重要意义# 同时,许多这类结构系统在工作时,对其允许的最

大振动幅值和承载都有较严格的要求# 例如,由于飞行器垂直发射的时候偏离铅垂位置不能

超过几个分度, 故安装在浮台跑道上的导航仪表等装置对浮台的振幅要求就会很高,所以对浮

台结构进行减振研究具有重要意义# 

Wu等人利用本征函数,采用匹配渐近展开方法,研究了弹性浮板的水波动响应问题[ 1]# 

Korobkin采用数值和渐近展开方法,对水波中的浮板水弹性问题进行了研究
[ 2]# Linton等人采

用复变函数留数定理,分析研究了有限水深半无限大冰层边缘的水波衍射问题[ 3]# Andrianov

等人针对无限水深、有限水深和浅水3种不同情况,研究了二维大型海上平台对平面入射波的

水弹性响应[ 4]# Ohkusu等人提出一种新的解析方法, 研究浅水中特大矩形薄壁浮板上的单色

水波散射问题[ 5-6]# 

Kanoria等人采用Wiener-Hopf方法,分析研究了深水域中二维半无限大薄壁浮动惯性表面

的水波散射问题, 以及两种不同密度非溶流体界面波的散射问题[ 7] # Balmforth 等人基于

Wiener-Hopf方法,详细研究了海洋浮冰对表面重力波入射的散射问题# 浮冰弯曲运动描述采
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用Timoshenko-Mindlin方程[ 8]# 采用Wiener-Hopf方法, Tkacheva分别研究了有限水深半无限大

及条状浮板的平面波衍射问题
[ 9-10]

,同时给出了一种求解两个未知常数的计算方法# 

可以看到, 目前对浮板水波衍射的分析, 平板运动的控制方程大都采用的是经典薄板理

论# 由于Mindlin厚板理论考虑了横向剪切变形和转动惯量的影响, 其动力学分析结果更接近

工程实际,故本文将采用Mindlin厚板动力学理论来描述弹性浮板的控制方程# 所以, 本章采

用Wiener-Hopf方法和Mindlin厚板理论,对二维有限长度浮板在单色水波作用下的振动响应

参数与端部约束弹簧刚度之间的关系进行了系统地分析研究# 

1  控制方程与分析求解

1. 1  控制方程及其边界条件

假设流体是理想不可压的有势流,在线性理论框架内,研究深度为 a的流体波动中的浮板

水弹性问题# 取平板的左边缘作为直角坐标系( x , y , z ) 的原点,如图 1所示# 设平板的厚度

和长度分别为 h和L, 忽略平板的吃水深度,即把底面边界条件移到水的表面# 假设小振幅入

射水波沿 x 轴正向传播# 浮板左端边缘通过刚度为 K a的弹簧与水底垂直相联# 

图 1 流场-结构示意图  

根据Mindlin厚板动力学理论,二维板中的广义位移

函数可描述为[ 11]

W( x ) =
5F
5x

, ( 1a)

  M( x ) = - D
52F
5x

2 , ( 1b)

  Q( x ) = C
5w
5x

- W , ( 1c)

其中, W是浮板的转角; M是浮板的弯矩; Q是板的剪力;

D = Eh
3
/ (12(1- M2) ) 是弯曲刚度; E 和M分别是弹性模量和泊松比; C = EGh是剪切刚度, E

= P2/ 12是剪切折算因子, G是剪切弹性模量; w 是平板的挠度或表示水面的振动位移; F 是一

广义函数,满足下面的微分方程:

  w = 1+
Q0J
C

52

5 t
2-

D
C

52

5x
2 F, ( 2)

其中, J = h
3
/ 12是板的转动惯量, Q0 是板的密度, t 是时间# 

方程( 2)的解可有其Green函数表示为

  F =
C
DQ

L

0
G ( x , xc) w ( xc)dxc, ( 3a)

式中, G( x , xc) 是满足方程( 2)的 Green函数,其有限形式[ 12]为

  G( x , xc) =

sinhCx
CsinhCL

sinhC( L - xc)   (0 [ x < xc) ,

sinhC( L - x )
CsinhCL

sinhCxc   ( xc [ x < L ) ,

( 3b)

式中, C是平板剪切振动的波数, C= ( C - Q0J X
2
) / D# 

这样,在区域 ( z = 0, 0 < x < L ) , 平板的弹性波动控制方程为

  D ¨2¨2
w - Q0J

52

5 t
2 1+

Dh
JC

¨2
w + Q0h

52

5 t
2 1+

Q0J
C

52

5 t
2 w =
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    1 +
Q0J
C

52

5 t
2 -

D
C
¨2

p , ( 4a)

式中, ¨2是 Laplace算子, ¨2
= 52/5x

2
+ 52/5 z

2
, p 是水的动压力# 

流场速度势应满足 Laplace方程

  ¨2
U= 0   (- a < z < 0)# ( 4b)

自由水面、平板与水的界面,以及水底的边界条件为如下形式:

  p = - Q
5 U
5t

+ gw   ( z = 0, 0 < x < L ) ( Bernoulli方程) , ( 5a)

  Q5U5 t
+ Qgw = 0    [ z = 0, x I (- ] , 0) G ( L , ] ) ]

(自由表面的动力学边界条件) , ( 5b)

  5U
5z

=
5w
5t

  ( z = 0, 0 < x < L ) (浮板与水界面的速度不穿透条件) , ( 5c)

  5U
5z

= 0   ( z = - a) (水与水底壁面的速度不穿透条件) , ( 5d)

式中, g 是重力加速度, Q是流体的密度# 

由于板的左边缘与水底是通过弹簧垂直相连,所以板两端弯矩和右端剪力为 0,而左端剪

力不为0,可有如下表达式

  d2F

dx
2 = 0   ( x = 0, L) , ( 6a)

  d
dx

[ w ( x ) - F ( x ) ] = 0   ( x = L ) , ( 6a)

  C
d
dx

[ w ( x ) - F( x ) ] = - K aw ( x )   ( x = 0) , ( 6c)

其中 K a为相应的弹簧刚度# 引进以下无量纲变量

  �U=
U

A gl
, �x =

x
a

, �z =
z
a

, �p =
p
QgA

, �t = Xt , �k = ka,

  �L =
L
a

, �l =
l
a

, �h =
h
a

, �Q=
Q
Q0

,

其中, A 是入射波的幅值; l = g / X2; a 是特征尺度,将在问题研究中取为水深# 以下分析研究

将采用无量纲形式# 为书写方便, 我们将略去变量上的符号~ # 

流场速度势由入射波速度势 U( i) 和散射波速度势 U(s) 构成, 对于等深小幅入射水波有

  U= ( U
( i)

+ U
( s)

) e
- i t

, U
( i)

= e
ikx
coshk ( z + 1) / ( coshk ) , ( 7)

式中, k 是水波的入射波波数# 

根据式( 4a)、( 5a)、( 5c)和( 7) ,散射波速度势 U(s) 在( z = 0, 0 < x < L ) 处应满足的边界条

件为

  H ( x ) = Beikx
, ( 8a)

其中

  H ( x ) =
54

5x
4 + J4h2 1

12
+

2
P2(1 - M)

- J4Qhl
2

P2(1- M)
52

5x
2-

    J4 1 - J4
h
4

6P2(1 - M)
+ J4

Ql
h

1- J4
h
4

6P2(1- M)
5U(s)

5z
-

    J4
Q
h

1- J
4 h

4

6P
2
(1- M)

-
2h

2

P
2
(1- M)

52

5x
2 U( s)

,
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  B = - [ B( k ) + lb ( k) ] ktanh( k ) + b( k ) ,

  b ( A) = J
4 Q

h
1 -

1

6P2(1- M)
J4h4

+
2

P2
h
2

1 - M
A2 ,

  B( A) = A
4
- J

4
h
2 2

P2(1 - M)
+

1
12 A

2
- 1-

1

6P2(1 - M)
J4h

4
J
4
,

式中, J0 = ( Q0hX2/ D)
1/ 4

, J= J0a# 

由边界条件表达式( 5b)和( 7)联立,散射波速度势 U(s) 在[ z = 0, x I (- ] , 0) G ( L , ] ) ]

处应满足的边界条件为

  l
5 U(s)

5 z
- U(s)

= 0# ( 8b)

1. 2  水波的色散方程

首先,研究流体中水波的传播特性,以确定流体中的导波模式# 当没有弹性浮板时, 即水

面为完全自由时水波的色散关系可描述为

  K 1( A) = Al tanhA- 1 = 0, ( 9)

式中, A表示水波传播波数# 方程(9) 有 2个实根 ? k 和无穷个纯虚根 ? kn( n = 1, 2, ,,

] )# 

当水面有弹性浮板时,流体中水波的色散方程为

  K 2( A) = [ B( A) + lb ( A) ] AtanhA- b( A) = 0# ( 10)

色散关系式( 10)有 2个实根 ? A0及一系列纯虚根 ? An ( n = 1, 2, ,, ] ) ,还有关于实轴和

虚轴是对称的 4个复根,即满足关系 A- 1 = - �A- 2 = - A- 3 = �A- 4# A- i ( i = 1, 2, 3, 4) 表示第 i

象限的根# 

1. 3  采用 Wiene-r Hopf方法求解

采用Wiener-Hopf方法构造问题的解[ 13]# 引进关于复变量(空间波数) A的函数, 将空间

域问题转化为空间波数的(周期性)问题

  5+ ( A, z ) = Q
]

L
eiA(x- L) U(s)

( x , z )dx , 5- ( A, z ) = Q
0

- ]
eiAxU(s)

( x , z )dx , ( 11a, b)

  51( A, z ) = Q
L

0
eiAxU(s)

( x , z )dx , ( 11c)

  5( A, z ) = 5- ( A, z ) + 51( A, z ) + eiAL5+ ( A, z )# ( 11d)

研究函数 5 ? ( A, z ) 的性质# 当 x y- ] 时,散射速度势是形式为 R e- i kx 的反射波、一些

局部化振动模和衰减波模# 最低阶局部化振动模式所对应的根为 k1# 因此,函数 5- ( A, z )

除了在极点 A= k 外,在 ImA< | k 1 | 的半平面内是解析的# 当 x y ] 时,散射速度势是形

式为Teikx的透射波、一些局部化振动和衰减波# 因此,函数 5+ ( A, z ) 除了在极点 A= - k外,

在 ImA> - | k 1 | 的上半平面内是解析的# 

函数 5( A, z ) 是函数 U( x , z ) 关于空间变量 x 的Fourier变换, 且满足方程52 5 /5z
2
- A

2
5

= 0# 此方程满足水底边界条件( 5d)的通解形式为

  5( A, z ) = Y( A)
cosh[ A( z + 1) ]

cosh( A)
# ( 12)

将边界条件式( 8a)的左端做Fourier 变换,并用 J ? ( A) 和 J 1( A) 表示, 可有

  J ( A) = J - ( A) + J 1( A) + e
iAL

J+ ( A) = Y( A) K 2( A) , ( 13)

其中
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  J - ( A) = Q
0

- ]
H ( x ) eiAx dx , J + ( A) = Q

]

L
H ( x ) eiAxdx ,

  J 1( A) = Q
L

0
H ( x ) eiAxdx =

B[ e
i( A+ k ) L

- 1]
i( A+ k )

# 

相似地将边界条件式( 8b)的左端做Fourier 变换,并用 X ? ( A) 和 X 1( A) 表示,有

  X ( A) = X- ( A) + X 1( A) + e
- iAL

X+ ( A) = X 1( A) = Y( A) K 1( A) , ( 14)

其中   X- ( A) = X+ ( A) = 0, X 1( A) = Q
L

0
l
5U( s)

5z
- U( s) eiAx dx# 

由表达式( 13)和( 14)消去 Y( A) , 可得如下表达式

  J - ( A) +
B[ ei( A+ k) L

- 1]
i( A+ k )

+ eiALJ+ ( A) = X 1( A) K ( A) , ( 15)

其中, K ( A) = K 2( A) / ( K 1( A) )# 

根据文献[ 13]可知,函数 K ( A) 可以分解因式

  K ( A) = K+ ( A) K- ( A) , ( 16)

其中, K ? ( A) 与函数 5? ( A, z ) 的正则区域是相同的,分别是 S ? ,其中 S+ 是指 ImA> - | k 1 |

半平面剔除- A0和- k 点的切缝的区域, S- 是指 ImA< | k1 | 半平面剔除 A0和 k 点的切缝的

区域# 

将式( 15)分别乘以 e- iAL
[ K+ ( A) ]

- 1和[ K- ( A) ]
- 1

, 可得到如下两个方程:

  
J + ( A)

K + ( A)
+

B eikL

i( A+ k ) K+ ( A)
+ U+ ( A) - V+ ( A) =

    X 1( A) K- ( A) e- iAL
- U- ( A) + V- ( A) , ( 17a)

  
J - ( A)

K - ( A)
+ R- ( A) - S- ( A) -

B
i( A+ k )

1
K- ( A) -

1
K - (- k )

=

    X 1( A) K+ ( A) - R+ ( A) + S+ ( A) +
B

i( A+ k ) K + ( k)
, ( 17b)

其中

  U ? ( A) =
? 1
2PiQ

] ºiR

- ] ºiR

e- iFL
J - ( F)dF

K+ ( F) ( F- A)
,

  V ? ( A) =
ºB
2PQ

] ºiR

- ] ºiR

e
- iFL

dF
K+ ( F) ( F+ k ) ( F- A)

,

  R? ( A) =
? 1
2PiQ

] ºiR

- ] ºiR

eiFLJ + ( F)dF
K - ( F) ( F- A)

,

  S? ( A) =
? B
2PQ

] ºiR

- ] ºiR

ei( F+ k )LdF
K- ( F) ( F+ k) ( F- A)

# 

方程( 17a)和( 17b)等号两侧的函数都是在相同区域内解析# 通过分析表达式, 利用解析

延拓概念, 可以在整个复平面上定义这个函数# 根据文献[ 13]和 Liouville定理可知,这个函数

是一多项式函数,且最高次数为一次,可有如下表达式:

  
7+ ( A)

K + ( A)
+

1
2PiQ

] - iR

- ] - iR

e- iFL 7 *
- ( F)dF

K+ ( F) ( F- A)
= a1A+ b 1, ( 18a)

  
7 *

- ( A)

K - ( A)
+

B
i( A+ k ) K - (- k )

-
1
2PiQ

] + iR

- ] + iR

eiFL 7 + ( F)

K- ( F) ( F- A)
dF= a2A+ b2, ( 18b)

式中, a1、b1、a2、b2 是未知常数, 7 + ( A) = J+ ( A) + BeikL
/ ( i( A+ k ) ) , 7 *

- ( A) = J- ( A) -

B / ( i( A+ k ) )# 分别利用式( 6a)、( 6b)和( 6c)的边界条件, 利用留数定理运算后可得到未知常
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数的表达式# 

2  平板动响应、反射和透射系数

为了计算平板挠度分布, 由式( 12)、( 13)可得

  Y( A) =
1

K 2( A)
[ 7+ ( A) eiAL + 7 *

- ( A) ]# ( 19)

由式( 5c)和式( 19)可得到平板挠度的如下表达式

  w ( x ) = - 6
]

m= - 2

Am tanh( Am) K+ ( Am)

K
c
2 ( Am)

[ e
- iA

m
( x- L)

Nm + e
iA

m
x
Gm ] , ( 20)

式中, Nm = 7 + ( Am) / ( K + ( Am) ) , Gm = 7 - (- Am) / ( K- (- Am) )# 

板内无量纲动弯矩幅值表达式为

  M ( x ) =
D

QgL0da
2 6

]

m= - 2

qA3mtanh( Am) K + ( Am) N1( Am)

K
c
2( Am)

[ e- iA
m

( x- L ) Nm + eiAmxGm ] , ( 21)

当 x y- ] , U(s)
( x , 0) = Re- i kx# R的值可由求散射速度势在点A= k 处的留数来确定,

  R =
i

K+ ( k) K
c
1 ( k )

-
B

2ikK+ ( k )
+

Q1( P 22k - P21) - Q2( P12 k - P11)

P 11P22 - P12P 21
+

    6
]

m= - 2
Nm

eiAmL
K 1( Am) K

2
+ ( Am)

K
c
2 ( Am)

1
Am - k

+

    6
4

s= 1

b ( Vs) [ N 3(- Vs) ( P 12k - P 11) - V
2
sN 1( Vs) ( P22 k - P21) ]

Bc( Vs) K + ( Vs) ( P11P22- P 12P21) ( Am - Vs )
+

    
ib( iC) [ q( P12k - P 11) - C( P22 k - P21) ]

2B( iC) ( P11P22- P 12P21) K + ( iC) ( Am - iC)
+

    
ib( iC) [ q( P12 k - P11) + C( P 22k - P21) ]

2B( iCB) ( P11P 22- P 12P21) K+ (- iC) ( Am + iC)
# ( 22)

当 x y ] , U( x , 0) = Teikx# T 的值由求散射速度势点 A= - k 处的留数来得到,

  T =
ie- ikL

K- (- k) K
c
1 (- k ) 6

]

m= - 2
Gm

eiAmL
K 1( Am) K

2
+ ( Am)

K
c
2 (- Am)

1
k - Am

+

    6
4

s= 1

Vsb( Vs) [ VsN1( Vs ) ( A 21 + A 22k ) - N2( Vs ) ( A 11+ A 12k ) ]

Bc( Vs ) K- ( Vs ) ( A 11A 22 - A 12A 21) ( Am + iC)
+

    
b ( iC) [ iC( A 21+ A 22k ) - q ( A 11+ A 12 k) ]

2B( iC) ( A 11A 22- A 12A 21)
@

    1
K- ( iC) ( Am + iC)

+
1

K+ ( iC) ( Am - iC) , ( 23)

幅值 | R | 和 | T | 分别代表反射系数和透射系数# 

3  数 值算 例

为验证分析计算方法的有效性,采用上述求解列式对一个具体的物理模型进行了分析计

算,模型参数取为[ 11-12] : 弹性模量 E = 103 MPa, 泊松比 M= 0. 3, 板长 L = 10 m, 板厚 h =

38 mm,板的吃水深度 d = 8. 36 mm, 水的密度 Q= 1 000 kg/ m3
,水深 a = 1. 1m,水与板的密

度比 Q/ Q0 = 4. 545 5, 无量纲入射波数分别为 k = 9. 043 4, 2. 221 6, 0. 804 4# 当弹簧刚度取为

K a = 0时,即没有弹簧约束情况, 就与文献[ 1, 10]中的模型相同# 

本文分析计算结果与文献[ 1]中的实验结果,以及基于经典薄板理论的分析结果是一致
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的,如图 2至图 7所示,说明本文分析求解方法是正确的, 可用来分析预测其他参数下的系统

的动力学行为# 可以看到,在长波入射时,分析计算值与实验结果符合得较好# 

   图 2  板的挠度幅值分布 ( k = 0. 804 4)      图 3 板的挠度幅值分布 ( k = 2. 221 6)

  图 4 板的挠度幅值分布 ( k = 9. 043 5)      图 5  板的弯矩幅值分布 ( k = 0. 804 4)

  图 6  板的弯矩幅值分布 ( k = 2. 221 6)       图 7 板的弯矩幅值分布 ( k = 9. 043 4)

采用本文求解方法,我们对连接弹簧选取不同刚度值, 而其它参数不变的工况下进行了

分析计算,图 8至图 10分别给出了水波入射波数分别取 k = 0. 804 4, 2. 221 6, 9. 043 4三种值

时,不同弹簧刚度对板上无量纲挠度幅值分布的影响; 图 11至图13分别给出了水波入射波数

分别取 k = 0. 804 4, 2. 221 6, 9. 043 4三种值时,不同弹簧刚度对板上无量纲弯矩幅值分布的影

响# 

由图 8至图 10可以看出, 增加弹簧约束后,可以明显地抑制板的振动;不同的水波入射频
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  图 8  板的挠度幅值分布 ( k = 0. 804 4)    图 9 板的挠度幅值分布 ( k = 2. 221 6)

 图 10  板的挠度幅值分布 ( k = 9. 043 4)     图 11  板的弯矩幅值分布 ( k = 0. 804 4)

  图 12 板的弯矩幅值分布 ( k = 2. 221 6)     图 13  板的弯矩幅值分布 ( k = 9. 043 4)

 图 14  | T | 与连接弹簧刚度之间的关系

率对应不同的最优减振弹簧刚度;针对不同表面

入射水波频率, 选取相应的弹簧刚度值可以使板

的绝大部分 (可达到板长的 80% 左右)挠度和弯

矩幅值大幅度降低,甚至接近 0# 

同时也可以看到,增加弹簧约束后,对于入射

水波波长较长的情况, 靠近板左缘附近区域振动

会加剧, 波长越长, 振动也越大; 而对于入射波长

较短情况,整个板上的振动都会被减弱# 

图14分别给出了入射水波波数为 k = 0.804 4,

2. 221 6, 9. 043 4时,透射系数 | T | 与弹簧刚度K a
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之间的关系# 由图中可以看出,对应于最小透射系数的弹簧刚度值与上面计算的挠度和弯矩

幅值分布中最优减振弹簧刚值是完全一致的# 因此,在浮台系统设计过程中,可以通过求解最

小透射系数来确定联结弹簧的刚度值, 以代替求解板的挠度和弯矩幅值过程# 

4  结   论

本文首先基于水波动力学和 Mindlin厚板理论,采用Wiener-Hopf方法分析计算了水面浮

板对水波的散射问题# 当弹簧刚度为 0时,即没有弹簧约束, 本文分析计算结果与文献[ 1]中

的实验结果是一致的,说明本文分析方法是正确有效的# 随着海洋工程的研究发展,在工程中

更多采用复合材料结构, 制造海洋平台,以及人造陆地等,对于这种工程结构的动力学,有必要

采用考虑横向剪切和转动惯量影响的Mindlin 厚板理论, 以更好地刻画这种流-固耦合系统的

动力学行为# 

其次,基于上述理论和方法,本文着重对有限长度浮板在单色水波作用下的振动响应参数

与减振弹簧刚度之间的关系进行了系统地分析研究# 结果表明,对于不同频率的入射水波,通

过选择相应刚度值的弹簧可以有效地抑制浮板的振动以及降低浮板内的动应力幅值, 从而为

超大型浮台系统减振设计提供重要的理论依据# 
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Vibration Reduction of Floating Elastic Plates

in Surface Waves

ZHAO Cun-bao,  ZHANG Jia-zhong,  HUANG Wen-hu

( Depar tm ent Aerospace En gin eer in g &Mechan ics , Ha rbin Institute of Technology ,

Harbin 150001, P . R . Chin a )

Abstract: Based on the dynamical theories of water waves and dynamics of Mindlin thick plates, the

investigation of the wave-induced responses and the vibration reduction of an elastic floating plate

were presented by using the Wiener-Hopf technique. Firstly, regardless of without the case of elastic

connector, the calculated results obtained by the present method were in good agreement with the re-

sults from the literature and the experiment. So it can be shown that the present method is valid. F-i

nally, the relation between the spring stiffness to be used to connect the sea bottom and the floating

plate, and the parameters of wave-induced responses of floating plates was analyzed by using the pre-

sent method. Therefore, these results can be used as theoretical bases at the design stage of the super

floating platform systems.

Key words: diffraction of water wave; elastic floating plate; Mindlin thick plates theory; Wiener-

Hopf technique; vibration reduction; transmission and reflection coefficient
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