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一个低阶各向异性有限元的超收敛分析
X

朱国庆,  石东洋,  陈绍春

(郑州大学 数学系, 郑州 450052)

(郭兴明推荐)

摘要:  针对二阶椭圆问题, 在各向异性网格上得到了由 Park和 Sheen 提出的一个低阶非协调单元

的收敛性分析 ,并给出了相应的误差估计# 进一步利用插值后处理技巧, 得到了后处理后的离散

解与真解本身的整体超收敛性质# 最后的数值试验验证了理论的可靠性# 
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引   言

有限元方法是目前科学与工程计算中使用最多的数值方法之一,其收敛性分析基于对容

许的网格剖分的正则性要求和拟一致假设[ 1- 2] ,即

  hK/ QK [ C, h/�h [ C1, ( 1)

这里 K 为单元, hK 和 QK 分别是K 的直径和最大内切圆直径, C 和 C1 是不依赖于 h =

max
K

hK 和�h = min
K

hK 及所考虑的函数的正常数# 这就很大程度上限制了其应用范围# 比

如复合材料问题,在上述条件之下,要达到满意的逼近结果,需要对剖分充分加密,导致所需要

的计算工作量是相当大的# 近年来人们发现,一方面此条件对于许多单元来说不是必须的,另

一方面一些问题的真解本身在一些区域具有各向异性特征,此时使用各向异性剖分网格来反

映这种各向异性特征更为合适# 在这方面,文献[ 3]至文献[ 7]分别对协调有限元和非协调有

限元的理论及应用方面作出了许多有意义的工作# 

最近 Park和Sheen针对二阶椭圆问题提出了一个新的低阶非协调单元[ 8] ,得到了最优的

收敛阶# 但是其中所有的分析都是在正则网格下进行的# 本文首先给出此单元对二阶问题各

向异性网格下的误差估计,进一步分析了其各向异性网格下的超逼近性质,并巧妙地利用插值

后处理技巧
[ 9]
, 得到了后处理后的离散解与真解本身的整体超收敛性质# 最后的数值试验验

证了我们理论的可靠性# 

1  单元构造及各向异性插值分析

为了简便起见, 我们假设 8 是有界矩形区域, 其边界 5 8 分别平行于x 轴和 y 轴# Th =

999
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K 是 8 的矩形单元剖分族, 8 = G
K I T

h

K , 不要求满足以往文献中的正则性假设# 

对任意固定的 K I Th ,中心点记为( xK , yK ) , 4个顶点分别记为 ai ( xi , yi ) , i = 1, 2, 3, 4;其

4条边记为 l1 = a1a2, l 2= a2a3, l 3= a3a4, l 4= a4a1,平行于 x轴和y 轴边的边长分别为2hx、

2hy# K̂ 是N-G平面上的参考元,中心点为原点(0, 0) , 4个顶点依次为 â1(- 1, - 1)、â2(1, - 1)、

â3(1, 1)、â4(- 1, 1) ,相应的 4条边记为 l̂ 1 = â1 â2、̂l 2 = â2â 3、̂l 3 = â 3â4、̂l 4 = â4â 1# 

在 K̂ 上,我们定义有限元(K̂ , P̂ , 2̂ ) 如下: P̂ (K̂ ) = span 1, N, G ,且 2̂ = v̂ 1, v̂2, v̂ 3, v̂ 4 ,

其中 v̂ i =
1

| l̂ i |Q̂l
i

v̂d s, 1 [ i [ 4# K̂ 上的插值函数为[ 8]

  Îv̂ =
1
4
-

1
2
G v̂ 1+

1
4
+

1
2
N v̂2+

1
4
+

1
2
G v̂ 3+

1
4
-

1
2
N v̂ 4# ( 2)

作双参数[ 10]离散 v̂ i = ( v̂ ( â i ) + v̂( â i+ 1) ) / 2, i = 1, ,, 4, 则 K̂ 上的插值函数为

  0̂v̂ =
1
4 6

4

i= 1
( v̂ ( âi ) +

1
4
( v̂ ( â2) + v̂ ( â3) - v̂ ( â4) - v̂ ( â1) ) N+

    1
4 ( v̂ ( â 3) + v̂ ( â4) + v̂( â1) - v̂ ( â2) ) G# ( 3)

这里有以下关系:

  1
| l̂ 1 |Q̂l

1

0̂v̂ ds +
1

| l̂ 3 |Q̂l
3

0̂v̂ ds =
1

| l̂ 2 |Q̂l
2

0̂v̂ds +
1

| l̂ 4 |Q̂l
4

0̂v̂ds# 

我们简记 hK = max hx , hy , h = maxK I T
h
hK ,于是双线性变换 FK : K̂ y K 定义为

  x = xK + hxN, y = yK + hyG# 
相应的有限元空间取为

  Vh = vh ; vh | K. FK = v̂h I P̂ , PK I Th ,QF
[ vh] d s = 0, F < 5K , ( 4)

其中 F 是内边时, [ vh ] 代表 vh 在F 上的跳跃值, F 位于外边界时, [ vh ] 等于自身# 插值算子

0h: H
2
( 8 ) y Vh 定义为

  0h | K = 0K , 0K : H
2
( K ) y P̂ . F- 1

K , 0Kv = ( 0̂v̂ ) . F- 1
K ,   Pv I H

2
( 8 )# ( 5)

此单元具有下列各向异性插值性质:

引理 1. 1  由( 3)式定义的插值算子 0̂ 具有各向异性插值性质,即对 | A| = 1, 有

  +D̂
A
( v̂ - 0̂v̂ ) +0, K̂ [ C | D̂

A
v̂ | 1, K̂ , ( 6)

这里及以后出现的 C代表不依赖于hK 和hK / QK , PK I Th 的正常数, 不同的地方可以取不同

值# 

证明  由( 3)式, 对任意 v̂ I H
1
( K̂ ) ,当 A= (1, 0) 时,

  D̂
A0̂v̂ =

1
4
( v̂ ( â2) + v̂ ( â3) - v̂ ( â4) - v̂ ( â1) ) =

1
4 Q̂l

1

5 v̂
5NdN+ Q̂l

3

5 v̂
5NdN # 

由于对任意 X̂ I H
1
( K̂ ) ,取 F1( X̂) = Q̂l

1

X̂dN+ Q̂l
3

X̂dN,则 F 1( X̂) I (H
1
( K̂ ) )c# 根据文献[ 6]

中提出的各向异性判别定理, 我们得到

  +D̂
A
( v̂ - 0̂v̂ ) +0, K̂ [ C | D̂

A
v̂ | 1, K̂# 

类似地,对 A= (0, 1) , ( 6)式亦成立# 引理证毕# 

2  各向异性误差估计

考虑二阶问题:
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- $u = f ,   在 8 内,

u = 0,    在 # = 5 8 上# 
( 7)

令 V = H
1
0( 8) , ( 7)式的弱形式为

  求 u I V, 使得, a( u , v ) = f ( v) ,   Pv I V, ( 8)

其中 a( u, v) = Q8
ü# v̈ dxdy , f ( v ) = Q8

f v dxdy# ( 8)式的逼近形式为

  求 uh I Vh ,使得, ah( uh, vh) = f ( vh ) ,   Pvh I Vh , ( 9)

其中 ah( uh, vh ) = 6
K I T

h
QK

üh# v̈hdxdy# 令 +#+h = ( ah(#, #) ) 1/ 2,则 +#+h是 Vh 上的模# 

设 u 和uh 分别是变分问题( 8)和逼近问题( 9)的解,由第二 Strang 引理[ 1-2] , 我们有

  +u - uh +h [ C inf
v
h

I V
h

+ u - vh +h + sup
w
h

I V
h
\ 0

ah ( u, w h) - f ( wh)

+wh +h
# ( 10)

( 10)式右端的第 1项称为插值误差, 第 2项称为相容误差# 先看第 1项插值误差, 根据引理

1. 1,我们有

  inf
v
h

I V
h

+u - vh +h [ +u - 0hu +h = 6
K I T

h

| u - 0Ku |
2
1, K

1/ 2
=

    6
K I T

h

6
| A| = 1

+D
A
( u - 0Ku) +2

0, K

1/ 2
=

    6
K I T

h

6
| A| = 1

h
- 2A
K ( hxhy) +D̂A

( û - 0̂K̂û ) +2
0,K̂

1/ 2
[

    C 6
K I T

h

6
| A| = 1

h
- 2A
K ( hxhy) | D̂

A
û |

2
1, K

1/ 2
=

    C 6
K I T

h

6
| A| = 1

6
| B| = 1

h
2B
K +D

A+ B
u +2

0, K

1/ 2
[

    Ch | u | 2# ( 11)

接下来估计第 2项相容误差# 为此, PK I Th , Pvh I H
1
( K ) , 令

  P0ivh =
1

| li |Ql
i

vhds, P 0vh =
1

| K |QK
vhdxdy# 

于是

ah( u, vh) - f ( vh) = 6
K I T

h
Q5K

5u
5nvhds =

  6
K I T

h

Ql
1

-
5u
5yvh dx +Ql

2

5 u
5x vhdy + Ql

3

5 u
5yvhdx + Ql

4

-
5u
5xvh dy =

  6
K I T

h

Ql
1

-
5 u
5 y - P0

5 u
5y ( vh - P01vh )dx + Ql

3

5 u
5 y - P0

5 u
5y ( vh - P03vh )dx +

  Ql
2

5u
5x - P0

5 u
5x ( vh - P02vh )dy + Ql

4

-
5 u
5x - P0

5 u
5 x ( vh - P04vh )dy # ( 12)

引入下列算子:

  Lvh =
x - ( xK - hx )

2hx
P02vh -

x - ( xK + hx)

2hx
P 04vh =

    1 + N
2

P̂ 02v̂ h-
1 - N
2

P̂ 04v̂ h = L̂v̂h,

  Nvh =
y - ( yK - hy)

2hy
P03vh -

y - ( yK + hy )

2hy
P01vh =
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    1 + G
2

P̂03v̂h -
1- G
2

P̂ 01v̂h = N̂ v̂h# 

容易验证,算子 L、N 对零次多项式精确成立# 由 Green公式,

  ah ( u, vh ) - f ( vh ) = 6
K I T

h
QK

5
5y ( vh - Nvh )

5 u
5 y - P0

5 u
5y dx dy +

    QK

5
5x ( vh - Lvh)

5 u
5x - P0

5 u
5x dx dy =

$ 6
K I T

h

( I 1+ I 2) , ( 13)

其中

  I 1 = QK

5
5y ( vh - Nvh )

5 u
5y - P0

5 u
5y dxdy ,

  I 2 = QK

5
5x ( vh - Lvh)

5 u
5x - P 0

5u
5x dxdy# 

于是

  I 1 = QK
( vh - Nvh )

52
u

5 y2
dxdy + QK

5vh
5y -

5Nvh
5 y

5 u
5y - P0

5u
5y dxdy =

$

    A 1+ A 2, ( 14)

其中 A 1 = QK
( vh - Nvh )

52
u

5y 2dxdy , A 2 = QK

5vh
5y -

5Nvh
5y

5u
5y - P 0

5 u
5y dxdy , 则

  A 1 = QK
( vh - Nvh )

52
u

5y 2dxdy [

    QK
| vh - Nvh |

2dx dy
1/ 2

QK

52
u

5y 2

2

dxdy
1/ 2

[

    ( hxhy ) 1/ 2 +v̂h - N̂ v̂h +0, K̂ | u | 2, K [

    C ( hxhy )
1/ 2

| v̂ h | 1, K̂ | u | 2, K =

    C ( hxhy )
1/ 2

| u | 2, K QK̂

5 v̂h
5N

2

+
5 v̂h
5G

2

dNdG
1/ 2

=

    C ( hxhy )
1/ 2

| u | 2, K QK
h
2
x
5vh
5x

2

+ h
2
y
5 vh
5y

2

( hxhy)
- 1
dx dy

1/ 2

[

    ChK | u | 2, K | vh | 1, K# ( 15)

由于

  
5Nvh
5y =

1
2hy

P03vh - P01 vh =
1
2hy

1
2hxQl

3

vhdx -
1
2hxQl

1

vhdx =

    1
4hxhy Ql

3

vhdx - Ql
1

vhdx =
1

| K |QK

5vh
5y dxdy = P0

5 vh
5y ,

  5Nvh
5y 0, K

= QK

1
| K |QK

5vh
5y dxdy

2

dx dy
1/ 2

=
1

| K |
1/ 2 QK

5vh
5y dxdy

[

    QK

5 vh
5y

2

dxdy
1/ 2

=
5vh
5y 0, K

,

如果我们记 X= 5u/ 5y , 则可以得到

A 2 = QK

5vh
5y -

5Nvh
5y

( X- P0 X) dxdy [ + X- P 0X+0, K
5vh
5y -

5Nvh
5y 0, K

[

  +X- P 0X+0, K
5vh
5y 0, K

+
5Nvh
5y 0, K

[ 2+ X- P0 X+0, K
5vh
5y 0, K

[

  C ( hxhy )
1/ 2 + X̂- P̂ 0 X̂+0, K̂ | vh | 1, K [ C( hxhy)

1/ 2
| X̂ | 1, K̂ | vh | 1, K =
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  C ( hxhy )
1/ 2

| vh | 1, K QK
h
2
x
5 X
5x

2

+ h
2
y
5 X
5y

2

( hxhy)
- 1dxdy

1/ 2

[

  ChK | X | 1, K | vh | 1, K [ ChK | u | 2, K | vh | 1, K# ( 16)

将( 15)式和( 16)式代入( 14)式,得到

  I 1 [ ChK | u | 2, K | vh | 1, K# ( 17)

类似地  I 2 [ ChK | u | 2, K | vh | 1, K# ( 18)

因此将( 17)式和( 18)式代入( 13)式, 我们得到

  ah ( u, vh ) - f ( vh ) = 6
K I T

h

( I 1+ I 2) [ Ch | u | 2, 8 +vh +h# ( 19)

将( 11)式、( 19)式代入( 10)式, 我们得到下面的定理:

定理 2. 1  设 u和uh分别是变分问题(8)和逼近问题(9) 的解, 且u I H
2
( 8) HH

1
0( 8)# 

则有

  +u - uh +h [ Ch | u | 2, 8# ( 20)

3  超逼近和超收敛分析

引理 3. 1  设 u和uh分别是变分问题(8) 和逼近问题(9) 的解,且 u I H
3
( 8 )# 则以下估

计式成立:

  | ah ( u, vh ) - f ( vh ) | [ Ch
2
| u | 3, 8 +vh +h ,   Pvh I Vh# ( 21)

证明

ah( u, vh) - f ( vh) = 6
K I T

h
Q5K

5u
5nvhds =

  6
K I T

h

Ql
1

-
5u
5yvh dx +Ql

2

5 u
5x vhdy + Ql

3

5 u
5yvhdx + Ql

4

-
5u
5xvh dy =

  6
K I T

h

Ql
1

-
5 u
5 y - P01

5u
5y ( vh - P 01vh)dx + Ql

3

5 u
5 y - P03

5u
5y ( vh - P 03vh)dx +

  Ql
2

5u
5x - P02

5 u
5x ( vh - P02 vh )dy + Ql

4

-
5 u
5x - P04

5 u
5x ( vh - P04vh )dy =

$

  6
K I T

h

( J 1+ J 2+ J 3+ J 4) , ( 22)

其中

  J 1 = Ql
1

-
5 u
5 y - P01

5u
5y ( vh - P 01vh)dx ,

  J 2 = Ql
2

5 u
5x - P02

5 u
5x ( vh - P 02vh )dy ,

  J 3 = Ql
3

5 u
5 y - P03

5 u
5y ( vh - P 03vh )dx ,

  J 4 = Ql
4

-
5 u
5 x - P04

5u
5x ( vh - P 04vh)dy# 

因此

J 1+ J 3 = Ql
1

-
5u
5y - P 01

5 u
5y ( vh - P01vh) dx +Ql

3

5u
5y - P 03

5 u
5y ( vh - P03vh) dx =

  Q
x
K
+ h

x

x
K
- h

x

-
5u
5y ( x , yK - hy) -

1
2hxQ

x
K
+ h

x

x
K
- h

x

5 u
5y ( x , yK - hy)dx @
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  vh( x , yK - hy) -
1
2hxQ

x
K
+ h

x

x
K
- h

x

vh ( x , yK - hy )dx dx +

  Q
x
K
+ h

x

x
K
- h

x

5u
5y ( x , yK + hy) -

1
2hxQ

x
K
+ h

x

x
K
- h

x

5 u
5y ( x , yK + hy)dx @

  vh( x , yK + hy) -
1
2hxQ

x
K
+ h

x

x
K
- h

x

vh ( x , yK + hy )dx dx# ( 23)

由于5 vh ( x , y ) / 5x 和5vh( x , y ) / 5y分别是与y 和x 无关的常数,利用文献[ 7]类似的技巧,可以

得到

  | J 1+ J 3 | [
4h2

x

3
53u
5x52y 0, K

5vh
5x 0, K

, ( 24)

  | J 2+ J 4 | [
4h2

y

3
53u
52
x5y 0, K

5vh
5y 0, K

# ( 25)

将( 24)式、( 25)式代入( 22)式, 引理 3. 1得证# 
引理 3. 2  在引理 3. 1相同的假设条件下,记 0hu 为u的插值,则有

  +uh - 0hu +h [ Ch
2
| u | 3, 8# ( 26)

证明

  +uh - 0h u +2
h = ah( uh - 0h u , uh - 0h u) =

    ah( u - 0h u, uh - 0h u) + ah( uh- u, uh- 0h u) ,

对任意的 vh I Vh , K I Th, 我们有

  6
4

i= 1
Q5K

( u - 0h u)
5 vh
5n ds = 6

4

i= 1
Ql

i

( u - 0h u)
5vh
5 n ds =

    
5vh
5 y Ql

3

( u - 0h u)dx - Ql
1

( u - 0h u )dx +

    
5vh
5x Ql

2

( u - 0h u)dy - Ql
4

( u - 0h u )dy = 0,

结合( 4)式,

  ah ( u - 0h u, vh) = 6
K I T

h
QK

(̈ u - 0h u)# v̈hdxdy =

    6
K I T

h
QK

( u - 0h u) $vhdxdy + Q5K
( u - 0hu)

5vh
5 n ds = 0,

再由引理 3. 1,即得证引理 3. 2# 
为得到整体超收敛分析结果,我们需要先构造插值后处理算子# 令 T2h = �K 是一族平

行于坐标轴的矩形网格剖分, 将其每个单元 �K 四等分得到一族新的矩形网格, 记为 Th , 即是

K i I Th ( i = 1, 2, 3, 4) , �K = G
4

i= 1
K i (如下面的图 1所示) ,其中平行于 x 轴、y 轴的边长分别记为

2h�K
x
、2h�K

y
,图中 A 1、A 3、A 7、A 9分别为单元 �K 的 4个顶点, A 2、A 6、A 8、A 4为 4边中点, A 5为中心

点# 且记 e1 = A 1A 2, e2 = A 3A 6, e3 = A 9A 8, e4 = A 7A 4, e5 = A 2A 8,及 e6 = A 4A 6# 

由此可在Vh G H
3
( 8 ) 上构造下面的插值后处理算子 022h 满足:

  022hv | �K I P 2(�K ) , Qe
i

0 2
2hv ds = Qe

i

0hv ds,

    i = 1, ,, 6, Pv I Vh G H
3
( 8 ) ,

此处 P2(�K ) 代表 �K 上的二次多项式空间# 根据算子 0h 的定义, 我们知道
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图 1  �K = G
4

i= 1
K i

  Qe
i

0hw ds = Qe
i

wd s,   i = 1, ,, 6, Pw I P 1# 

于是由 022h 的构造知

  Qe
i

022h( 0h X)ds = Qe
i

0h ( 0h X)ds = Qe
i

0h Xds =

    Qe
i

0
2
2hXd s,   i = 1, ,, 6,

于是有

  022h ( 0hX) = 022hX,   PX I H
3
( 8 )# ( 27)

引理 3. 3  在正则性网格下,插值算子 022h 满足:

  | 0 2
2hX- X | 1,�K [ Ch

2
| X | 3, �K ,   PX I H

3
( 8 ) , ( 28)

  | 0 2
2hX | 1,�K [ C | X | 1, �K ,      PX I Vh# ( 29)

证明

  +( 022hX- X) x +2
0, �K = Q�K ( 022hX- X)2xdxdy =

    Q�K^ ( 0̂ 2
2h X̂- X̂) 2Nh

- 2

�K
x
h�K

x
h�K

y
dNdG=

    h
- 1

�K
x
h�K

y
+( 0̂

2
2h X̂- X̂) N+2

0, �K
^ [ Ch

- 1
�K
x
h�K

y
| X̂N |

2
2, �K

^ [

    Ch
- 1

�K
x
h�K

yQ�K^ 53
X

5N3
2

+
53 X
5N25 G

2

+
53
X

5N5 G2
2

dNdG [

    Ch
- 1

�K
x
h�K

y
h
4

�K
x
+ h

2

�K
x
h
2

�K
y
+ h

4

�K
y h

2

�K
x
h
- 1

�K
x
h
- 1

�K
y
| X | 23, �K =

    Ch
4
| X | 23, �K# ( 30)

类似地  +( 022hX- X) y +2
0, �K [ Ch

4
| X | 23,�K# ( 31)

故( 28)式得证# 另一方面

  +( 022hX) x +2
0, �K = Q�K ( 022h X) 2x dxdy = Q�K^ ( 0̂22h X̂) 2Nh

- 2
�K
x
h�K

x
h�K

y
dNdG=

    h
- 1
�K
x
h�K

y
+( 0̂22h X̂) N+2

0, �K
^ [ Ch

- 1
�K
x
h�K

y
| X̂N |

2
0, �K

^ =

    Ch
- 1
�K
x
h�K

yQ�K^ X̂2NdNdG= Ch
- 1
�K
x
h�K

yQ�KX2xh
2

�K
x
h
- 1
�K
x
h
- 1
�K
y
dxdy =

    CQ�KX2x dxdy = C +Xx +2
0, �K ,

所以   +( 0
2
2hX) x +0, �K [ C +Xx +0, �K# ( 32)

类似地  +( 022hX) y +0, �K [ C +Xy +0, �K# ( 33)

故( 29)式得证# 引理 3. 3证毕# 

最后我们得到超收敛结果# 

定理 3. 4  设 u和uh 分别是变分问题(8) 和逼近问题(9) 的解,且 u I H
3
( 8 ) , 在正则网

格下可得

  + 0
2
2huh - u +h [ Ch

2
| u | 3, 8# ( 34)

证明  由( 27)式,引理 3. 2和引理 3. 3,可得

  + 022huh - u +h [ + 022h ( 0h u) - u +h + + 022h uh - 022h ( 0h u) +h =

    + 0
2
2h u - u +h + + 0

2
2h( uh - 0h u ) +h [
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    Ch
2
| u | 3, 8 + C + uh - 0h u +h [

    Ch
2
| u | 3, 8 + Ch

2
| u | 3, 8 =

    Ch
2
| u | 3, 8# 

4  数 值算 例

为了检验该单元在各向异性网格下,针对二阶椭圆问题( 7)的有限元解的数值性态及验证

我们的理论分析的可靠性# 我们做两个试验# 

试验 1  考虑如下二阶椭圆问题( 7) :求解区域 8 = [ 0, 1] 2, 取右端项 f 使得真解u( x , y )

= (1- e
- x (1- x )/ E

) (1 - e
- y ( 1- y ) /E

)# E= 0. 05时的真解如图 2( a)所示# 从图中可以看出真解

在区域边界变化剧烈# 

  ( a) 试验 1 的精确解 (E= 0. 05)           ( b) 试验2 的精确解

图 2 试验 1和试验 2的真解

对求解区域进行两种不同的的网格剖分# 网格 1是正方形网格 ( n = 16时如图 3所示) ,

网格 2是一种各向异性矩形网格:将 8 的每条边都使用分点(1- cos( iP/ n) ) / 2 ( i = 0, 1, ,,

n ) 分成 n 段( n = 16时如图 4所示)# 

  图 3 网格 1 ( n = 16)           图 4  网格 2 ( n = 16)

下面的表 1至表3中的数据显示当 E取不同的数值时能量模和L
2
模在网格1和网格 2下

的误差结果# 通过这些数据我们可以看到此类各向异性剖分网格比相应数据的正方形网格效

果要好很多,同时表明相适应的各向异性网格更为合适# 
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  表 1 E= 0. 2时逼近结果

n @ n
网格 1 网格 2

+u - uh + h + u- uh + 0 + u- uh + h + u- u h + 0

8@ 8 0. 404 614 0. 008 333 0. 322 496 0. 004 414

16@ 16 0. 208 286 0. 002 083 0. 165 656 0. 001 099

32@ 32 0. 104 948 0. 000 528 0. 083 339 0. 000 279

64@ 64 0. 052 576 0. 000 133 0. 041 732 0. 000 070

  表 2 E= 0. 1时逼近结果

n @ n
网格 1 网格 2

+u - uh + h + u- uh + 0 + u- uh + h + u- u h + 0

8@ 8 1. 262 110 0. 019 495 0. 814 015 0. 005 300

16@ 16 0. 683 374 0. 004 562 0. 428 664 0. 000 833

32@ 32 0. 349 533 0. 001 128 0. 216 487 0. 000 204

64@ 64 0. 175 800 0. 000 283 0. 108 505 0. 000 051

  表 3 E= 0. 05时逼近结果

n @ n
网格 1 网格 2

+u - uh + h + u- uh + 0 + u- uh + h + u- u h + 0

8@ 8 3. 247 347 0. 044 959 1. 758 990 0. 024 448

16@ 16 1. 988 449 0. 009 796 0. 987 802 0. 004 108

32@ 32 1. 063 859 0. 002 241 0. 502 185 0. 000 992

64@ 64 0. 541 985 0. 000 547 0. 252 054 0. 000 249

  表 4 网格 1的逼近结果

n @ n + u- u h + h + u- uh + 0 +uh - 0 hu + h +u - 0 2
2huh + h

4@ 4 0. 704 634 674 1 0. 043 828 439 4 0. 054 357 796 3 0. 513 983 607 7

8@ 8 0. 355 212 972 7 0. 011 602 097 0 0. 014 100 453 0 0. 136 943 726 8

16@ 16 0. 177 954 591 1 0. 003 035 479 0 0. 003 557 602 1 0. 034 780 733 9

32@ 32 0. 089 020 355 5 0. 000 779 602 8 0. 000 891 439 8 0. 008 729 496 9

64@ 64 0. 044 515 545 9 0. 000 197 756 1 0. 000 222 987 5 0. 002 184 522 9

A 0. 995 993 1. 943 52 1. 981 73 1. 968 5

  试验 2  考虑如下二阶椭圆问题( 7) : 求解区域 8 = [ 0, 1]
2
, 取右端项 f = 2P

2
sin( Px ) @

sin( Py ) ,这样真解 u ( x , y ) = sin( Px ) sin( Py )# 真解如上面的图 2( b)所示# 我们采用正方形

剖分网格# 

表4中, u、uh、0hu、0
2
2huh 分别代表真解、有限元解、真解插值和有限元解后处理, A表示

平均收敛阶# 表中数据显示不同网格剖分时的 4种不同模意义下的误差结果# 通过这些数据

我们可以看出数值计算结果和理论分析相一致# 
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Superconvergence Analysis of a Lower Order

Anisotropic Finite Element

ZHU Guo-qing,  SHI Dong-yang,  CHEN Shao-chun

( Depa rtm ent of Mathem atics , Zhengzhou Un iver sity , Zhen gzhou 450052, P . R . China )

Abstract: The convergence analysis of the lower order nonconforming element proposed by Park and

Sheen was applied to the second order elliptic problem under anisotropic meshes. And the correspond-

ing error estimation was obtained. Moreover, by using the interpolation postprocessing technique, a

global superconvergence property for the discretization error of the postprocessed discrete solution to

the solution itself was derived. Numerical results were also given to verify the theoretical analysis.

Key words: nonconforming finite element; anisotropic; error estimate; interpolation postprocessing;

superconvergence
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