
文章编号: 1000-0887(2007) 09-1009-12 Z 应用数学和力学编委会, ISSN 1000-0887

外部压力作用下复合材料层合
圆柱壳的脱层扩展分析

X

傅衣铭
1

,  杨金花
1, 2

( 1.湖南大学 力学与航空航天学院,长沙 410082;

( 2.长沙理工大学 桥梁与结构工程学院,长沙 410076)

(我刊编委傅衣铭来稿)

摘要:  含脱层的层合圆柱壳在承受外部压力作用时,容易发生脱层扩展, 进而引起结构失效1 基

于可动边界变分原理并考虑脱层间的接触效应对圆柱壳在外部压力作用下的脱层扩展进行了分

析,同时应用 Griffith 准则, 导出了脱层前缘各点处的能量释放率表达式, 且以轴对称脱层层合圆柱

壳为例进行了数值计算, 讨论了脱层大小、脱层深度、几何尺寸、材料性质及纤维铺层方式等因素

对脱层扩展的影响1 
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引   言

复合材料层合结构在制造过程中或外界冲击作用下, 易于产生层间脱层1 与面内压力相

比,外部压力虽不会使脱层结构发生局部屈曲,但可驱使脱层进一步扩展, 使层合结构的刚度

和剩余强度大为降低,最终导致结构的整体失稳和破坏1 

分析层合结构的脱层扩展,必须确定脱层前缘处的应力场, 而脱层前缘处的应力具有奇异

性,分析该处的应力将有很大的困难,而标志脱层前缘应力场强弱的能量释放率是个有限值,

因此,绝大多数的研究都据此去分析脱层的扩展行为1 目前,对脱层扩展问题的研究主要针对

一维穿透脱层和二维内部脱层1 对于一维问题,由于脱层前缘各点有相同的能量释放率,分析

相对简单一些, 因此已有较多的研究成果1 Chai H等[ 1]最先利用梁柱理论分析了均匀各向同

性层合板中的薄膜脱层和一般脱层的屈曲问题, 并采用断裂力学中能量释放率的定义讨论了

脱层的扩展1 Sallam, Simitses[ 2]和Yin[ 3]基于经典层合板理论,采用 J-积分方法对各向同性和正

交各向异性层合板的薄膜脱层屈曲及扩展问题进行了讨论1 Witcomb[ 4]另辟途径, 采用几何

非线性有限元方法和虚裂纹闭合技术计算能量释放率的各型分量, 分析了薄膜脱层的扩展问

题1 Zafer和 Chang
[ 5]
在层合板中引入多个脱层,分析了具一维脱层层合板的扩展问题1 对于
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更具实际意义的二维内部脱层问题, 由于其脱层前缘的扩展方式难以预料, 因此分析难度较

大1 Chai
[ 6]
首先采用Rayleigh-Ritz法对二维浅部椭圆脱层进行了研究,在脱层自相似扩展的假

设下,计算了脱层前缘的平均能量释放率1 Whitcomb和 Shivakumar[ 7-8]则采用虚裂纹闭合技

术,分析了准各向同性层合板中脱层前缘的能量释放率1 Sheinman[ 9]和Davidson [ 10]等基于断裂

力学原理,分析了脱层板的能量释放率及其应力强度因子1 Nillsson等[ 11]运用有限元方法,分

析了复合材料细长板条的脱层屈曲及扩展问题1 Park [ 12]和Wang 等[ 13]基于一阶剪切变形理

论,计算了层合板中脱层前缘的能量释放率1 张向阳和余寿文[ 14]利用高阶摄动结合打靶法,

研究了受压薄膜脱层的屈曲、扩展问题1 Jane等[ 15]采用Rayleigh-Ritz法, 分析了薄膜矩形脱层

的后屈曲及扩展1 以上研究成果都是关于脱层梁板的扩展分析, 且大多局限于讨论薄膜脱层

扩展情况,至于对脱层圆柱壳的扩展研究还未见报道1 

脱层的扩展实质上就是脱层的边界不断发生变动,由此,本文基于可动边界变分原理[ 16] ,

并考虑脱层间的接触效应,建立了脱层圆柱壳在外部压力作用下的非线性控制微分方程及相

应的定解条件, 同时应用 Griffith准则, 导出了圆柱壳脱层前缘各点处能量释放率的表达式1 
然后, 采用有限差分法对控制方程进行求解, 将所得解代入能量释放率的表达式中, 则脱层前

缘各点处的能量释放率大小可唯一确定1 算例中,讨论了脱层大小、脱层深度、几何尺寸及纤

维铺层方式等因素对轴对称层合圆柱壳脱层扩展的影响,获得了一些有意义的结论1 

1  基 本方 程

考虑图1所示的含环向贯穿脱层的圆柱壳,壳的原始长度和厚度分别为 L 和 h,中面半径

为 R ,质量密度为 Q, 脱层长度为 B#L , B为小于1的脱层长度参数, 脱层界面到脱层壳中面的

距离为 z
*
, 脱层区左端至壳左端的距离为 l 1 为了研究脱层的扩展问题, 将脱层层合圆柱壳

分为 4个区域,其中 2、3为脱层区, 1、4为未脱层区,统一记为 8 i ( i = 1, 2, 3, 4) ,每部分的 x 坐

图 1  脱层圆柱壳几何示意图

标原点取在各部分的最左端1 子壳 2 的厚度为

h2, 子壳 3的厚度为 h3,且有 h2+ h3 = h1 此外,

层合圆柱壳脱层扩展的边界有两个, 记为 Cj ( j =

1, 2) , Dn为脱层沿其边界的法线方向发生的虚扩

展1 
设 �u i、�v i、�w i 分别为圆柱壳第 8 i 区域内任一

点的轴向、环向和径向位移, 它们在各自中面上的

相应值分别为 ui、vi、w i , 则脱层圆柱壳的位移分

量可表示为

�u i ( x , y , z ) = ui ( x , y ) - zw i , x ( x , y ) ,

�v i ( x , y , z ) = v i ( x , y ) - zw i, y( x , y ) ,

�w i ( x , y , z ) = w i ( x , y )1 

( 1)

设�Eix、�Eiy 和�Eixy 为 8i 内任一点的应变, 其非线性应变-位移关系为

  �Eix = Eix + z Jix , �Eiy = Eiy + z Jiy , �Eixy = Eixy + z Jixy , ( 2)

式中 Eix、Eiy、Eixy 为相应的中面应变, Jix、Jiy、Jixy 为中面曲率的改变量,且
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  Eix = ui , x +
1
2 w

2
i , x , Eiy = vi , y -

w i

R i
+

1
2 w

2
i , y , Eixy = ui , y + v i , x + w i , xw i , y , ( 3)

  kix = - w i, xx , kiy = - w i, yy , kixy = - 2w i, xy 1 ( 4)

又根据经典层合板壳理论,脱层壳中内力N i 和内力矩M i与应变Ei和曲率改变量Ji 的关系为

  
Ni

Mi

=
A

( i)
ij B

( i)
ij

B
( i)
ij D

( i)
ij

Ei

Ji
, ( 5)

其中

  Ni =

N ix

N iy

N ixy

, Mi =

M ix

M iy

Mixy

, Ei =

Eix

Eiy

Eixy

, Ji =

Jix

Jiy

Jixy

, ( 6)

  ( A
( i)
ij , B

( i)
ij , D

( i)
ij ) = Q

h
i
/ 2

- h
i
/ 2
�Q ( k )

ij ( 1, z , z2
)dz   ( i , j = 1, 2, 6) , ( 7)

这里, A
( i)
ij 、B

( i)
ij 、D

( i)
ij 分别为对应于 8i区域内各子壳的拉伸、耦合和弯曲刚度, �Q ( k )

ij 为层合壳第

k 层的弹性常数1 

设给定的外部径向分布载荷为 qi ( x , y ) , 则脱层壳的总势能为

  0 = 6
4

i= 1
QQQ8

i

Uidxdydz - 6
4

i= 1
QQA

i

qiw idx dy - 6
4

i= 1
QQA

i

T ic
q

*

2PRd
w idxdy , ( 8)

上式中, Ui为8 i区域内单位体积的应变能, qi为各部分子壳所受的外部径向载荷,在本文中取

q 1 = q4 = q 3 = 0, q2 = q , q 为径向均布载荷 1 T ic为接触效应系数,且有 T 1c = T 4c = 0, T 2c

= - 1, T 3c = 11 q
*
为子壳2、3之间沿垂直于 x 方向每单位长度的接触力, q

*
应当满足如下的

条件:

  q
*

=
0   (当 w 2 - w 3 [ 0) ,

f ( w 2 - w3)   (当 w2 - w 3 > 0) 1 
( 9)

为简化问题,可选取函数 f ( w 2 - w 3) 为线弹簧函数, 即

  f ( w 2 - w 3) = k (w 2 - w3) , ( 10)

上式中,弹性系数 k 的值待确定 1 而且,由于预先无法知道 w2、w 3 的值,即判断不出 w 2 - w3

> 0还是 w 2 - w 3 [ 0,故式(9) 中的接触力 q
*
也待确定1 

首先,确定 k值1 k值可以用两串联弹簧的等效弹性系数来近似,将脱层的上下部分,即2

区和3区分别视为一个弹簧,当脱层面接触时,其中一部分,例如2区将承受力 q
*
,于是2区在

力 q
* 作用下,其接触处的厚度改变量为

  D2 =
q

*
h2

E22PRd
, ( 11)

式中 Rd 为脱层面的曲率半径 1 同时,力 q
* 也作用于 3区,则相应有

  D3 =
q

*
h3

E32PRd
, ( 12)

因此, 2区、3区中面的相对位移为

  w 2 - w 3 =
1
2
( D2 + D3)1 ( 13)

将式( 11)、式( 12)代入式( 13)后,再与式( 10)联立求解,可得
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  k =
4PR d

h2/ E2 + h3/ E3
, ( 14)

然后确定 q
* 1 注意到不管 w 2 - w3 取何值, 方程( 9)等价于

  q
*

= max[ f 1( w 2 - w3) , f 2( w 2 - w3) ] , ( 15)

其中:

  f 1( w2 - w 3) = 0, f 2( w 2 - w3) = k (w 2 - w3) ,

方程( 15)又可与下列表达式近似等价

  q̂ = A(f 1, f 2) f 1 + B( f 1, f 2) f 2, ( 16)

其中 A、B是f 1和 f 2的函数,且满足如下条件:

  
当 f 1 > f 2时,   A y 1, By 0,

当 f 1 [ f 2时,   A y 0, By 1,
( 17)

满足上述条件的函数 A( f 1, f 2)、B( f 1, f 2) 可取为

  
A( f 1, f 2) =

1
2
[ 1+ tanhA( f 1 - f 2) ] ,

B(f 1, f 2) =
1
2
[ 1 - tanhA (f 1 - f 2) ] ,

( 18)

其中 A 为某一给定的大数,它可根据问题所要求的精度来取值(本文中取A = 1015
)1 因此,当

f 1( w 2 - w 3) = 0时, 接触力 q
* 可近似地表示为

  q̂ =
1
2
[ 1+ tanh( Af 2) ] f 2, ( 19)

将 f 2 = k (w 2 - w 3) 代入上式, 得

  q̂ =
1
2
[ 1+ tanh( Ak (w 2 - w 3) ) ] k ( w 2 - w3) , ( 20)

式( 20)即为脱层间接触力的计算式1 应用式( 5) , 且注意到脱层圆柱壳的脱层扩展问题是一个

变边界的能量变分问题, 则由式( 8)可得势能的变化量为

  D0 = 6
4

i= 1
QQA

i
+DA

i

1
2

[ Ei + DEi ]

[ Ji + DJi ]

T
A

( i)
B

( i)

B
( i)

D
( i)

[ Ei + DEi ]

[ Ji + DJi ]
dxdy -

    6
4

i= 1QQA
i
+DA

i

qi ( w i + Dw i )dxdy - 6
4

i= 1QQA
i
+DA

i

T ic
q

*

2PRd
( w i + Dw i )dxdy - 0 1 ( 21)

考虑对称铺设层合壳,即有 B
( i)

= 0, 则上式变为

  D0 = 6
4

i= 1
QQA

i

E
T
iA

( i)
DEi + J

T
iD

( i)
DJi dxdy -

    6
4

i= 1QQA
i

qiDw idxdy - 6
4

i= 1QQA
i

Ti c
q

*

2PR d
Dw idxdy +

    1
2 6

4

i= 1QQDAi

ET
iA

( i) Ei + JT
iD

( i) Ji dxdy -

    6
4

i= 1QQDA i

qiw idxdy - 6
4

i= 1QQDAi

T i c
q

*

2PRd
w idxdy , ( 22)

式( 22)中后 3项又可写为
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  1
2 6

4

i= 1
QQDA

i

E
T
iA

( i)
Ei + J

T
iD

( i)
Ji dxdy -

    6
4

i= 1
QQDA

i

qiw idxdy - 6
4

i= 1
QQDA

i

T i c
q

*

2PRd
w idxdy =

    6
4

i= 1
RC

j

1
2
E

T
iA

( i)
Ei + J

T
iD

( i)
Ji - qiw i - T i c

q
*

2PR d
w i DnidCj   ( j = 1, 2) 1 

( 23)

利用式( 3) ~ 式( 6) ,则式( 22)变为

  D0 = 6
4

i= 1QQA
i

N xiD ui , x +
1
2 w

2
i , x + Ny iD v i, y -

w i

R i
+

1
2 w

2
i, y +

    N xyiD( ui , y + vi , x + w i, xw i, y ) + Mx iD(- w i, xx) + My iD(- w i , yy) +

    MxyiD(- 2w i , xy ) dxdy - 6
4

i= 1QQA
i

qiDw idxdy - 6
4

i= 1QQA
i

Ti c
q

*

2PR d
Dw idxdy +

    1
2 6

4

i= 1 RC
j

Nx i ui , x +
1
2 w

2
i , x + N yi v i, y -

w i

R i
+

1
2 w

2
i, y +

    N xyi ( u i, y + v i, x + w i, xw i , y ) + Mxi (- w i , xx ) + Myi (- w i , yy) +

    Mxyi (- 2w i , xy) - qiw i - T ic
q

*

2PR d
w i Dn idC j1 ( 24)

对上式进一步处理, 最后可得

  D0 = 6
4

i= 1QQA
i

-
5
5x (Nx i ) -

5
5y (Nxy i ) Dui + -

5
5x (N xyi ) -

5
5y (N yi ) Dvi +

    -
5
5x (Mx i, x ) -

5
5y ( Myi , y) -

5
5y (Mxyi , x ) -

5
5x (Mxyi , y ) -

5
5x (N xiw i , x ) -

    5
5y (N yiw i , y) -

5
5x (N xyiw i, y) -

5
5 y

(N xyiw i, x) -
N yi

R i
- qi - T i c

q
*

2PRd
Dw i dxdy +

    6
4

i= 1 RC
j

Nx iDu i + Nxiw i , xDw i + Nxy iDv i + Nxy iw i , yDw i - MxiDw i , x + Mx i, xDw i -

    MxyiDw i , y + Mxyi , yDw i C
j
dCj +

1
2 6

4

i= 1
RC

j

N xi u i, x +
1
2
w

2
i , x +

    N yi v i, y -
w i

R i
+

1
2
w

2
i, y + Nxyi ( ui , y + vi , x + w i, xw i, y) + Mx i (- w i, xx ) +

    Myi (- w i, yy) + Mxy i (- 2w i, xy) - qiw i - T ic
q

*

2PRd
w i Dn idCj1 ( 25)

由于都是在变边界上对 ui、v i、w i 变分,有如下关系

  

Dui | C
j
= D( u i | C

j
) -

5u i

5 n C
j

#Dnj , Dv i | C
j
= D( v i | C

j
) -

5v i

5n C
j

#Dn i ,

Dw i | C
j
= D( w i | C

j
) -

5w i

5n C
j

#Dn i , Dw i , x | C
j
= D( w i, x | C

j
) -

5w i, x

5 n C
j

#Dn i ,

Dw i , y | C
j
= D( w i, y | C

j
) -

5w i , y

5 n C
j

#Dn i1 

( 26)
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利用式( 26) ,则由式( 25)可得

  D0 = D0 1 + D0 2, ( 27)

其中

D01 = 6
4

i= 1QQA
i

-
5
5x (Nx i ) -

5
5y (N xyi ) Du i + -

5
5x (N xyi ) -

5
5 y

(N yi ) Dvi +

  -
5
5x (Mx i, x ) -

5
5y ( My i, y) -

5
5 y

(Mxyi , x ) -
5
5x (Mxyi , y ) -

5
5x ( Nxiw i , x ) -

  5
5y (N yiw i , y) -

5
5x (N xyiw i, y) -

5
5 y

(N xyiw i, x) -
N yi

R i
- qi - T i c

q
*

2PRd
Dw i dxdy +

  6
4

i= 1
RC

j

Nx iD( u i | C
j
) + Nxy iD( v i | C

j
) + (Mxi , x + Mxyi , y + Nx iw i , x +

  N xyiw i, y )D( w i | C
j
) - MxiD( w i , x | C

j
) - MxyiD( w i, y | C

j
) dCj , ( 28)

D02 = 6
4

i= 1 RC
j

Nx i -
5 ui

5 n C
j

+ N xyi -
5v i

5 n C
j

+ (Mx i, x + Mxy i, y + N xiw i, x +

  N xyiw i, y ) -
5w i

5 n C
j

+ Mxi
5w i, x

5 n C
j

Mxy i
5w i, y

5 n C
j

#DnidCj +

  1
2 6

4

i= 1 RC
j

Nx i ui , x +
1
2
w

2
i , x + N yi v i, y -

w i

R i
+

1
2
w

2
i, y +

  N xyi ( u i, y + v i, x + w i , xw i , y ) + Mxi (- w i , xx ) + Myi (- w i , yy) +

  Mxyi (- 2w i , xy) - qiw i - T ic
q

*

2PR d
w i Dn idCj1 ( 29)

对于本文所研究的脱层圆柱壳,其脱层扩展的法线方向 n 即为圆柱壳的轴线方向 x , 故式( 29)

又可写为

D02 = 6
4

i= 1
RC

j

Nx i (- u i, x) + N xyi (- vi , x) + ( Mx i, x + Mxyi , y + N xiw i, x +

  N xyiw i, y ) (- w i, x ) + Mx iw i , xx + Mxyiw i, xy #Dn idCj +

  1
2 6

4

i= 1
RC

j

Nx i ui , x +
1
2
w

2
i , x + N yi v i, y -

w i

R i
+

1
2
w

2
i, y +

  N xyi ( u i, y + v i, x + w i , xw i , y ) + Mxi (- w i , xx ) + Myi (- w i , yy) +

  Mxyi (- 2w i , xy) - qiw i - T ic
q

*

2PR d
w i Dn idCj1 ( 30)

脱层发生虚扩展 Dn(即假设脱层沿其边界的法线方向扩展 Dn ) 后, 层合壳的位移必然发

生变化,同时,积分域也有一个面积变化:DAi = QC
j

DnidCj 1 因此, D02是由于层合壳各个区域

的面积发生变化 DA i 时所引起的层合壳势能的变化量1 
容易验证, D01 相当于脱层不发生虚扩展,即脱层边界 Cj 固定不变时,由层合壳的虚位移

引起的层合壳势能的变化量1 根据虚位移原理,当层合壳处于平衡状态时,必有

  D01 = 01 ( 31)

由式( 31)可得脱层圆柱壳的非线性控制微分方程和相应的定解条件1 
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控制微分方程为

A
( i)
11 u i, xx + (A

( i)
12 + A

( i)
66 ) v i, xy + (A

( i)
12 + A

( i)
66 ) w i , yw i , xy + A

( i)
11 w i , xw i, xx +

  A
( i)
66 w i, xw i , yy + A

( i)
66 u i, yy - A

( i)
12

1
R i

w i, x = 0,

( A
( i)
12 + A

( i)
66 ) ui , xy + A

( i)
66 v i, xx + A

( i)
22 v i, yy + ( A

( i)
12 + A

( i)
66 ) w i, xw i , xy +

  A
( i)
66 w i, yw i , xx + A

( i)
22 w i , yw i , yy - A

( i)
22

1
R i

w i , y = 0,

- ( D
( i)
11 w i, xxxx + (2D

( i)
12 + 4D

( i)
66 ) w i, xxyy + D

( i)
22 w i, yyyy ) +

  w i , xx A
( i)
11 ui , x +

1
2
A

( i)
11 w

2
i, x + A

( i)
12 vi , y - A

( i)
12

1
R
w i +

1
2
A

( i)
12 w

2
i , y +

  2A ( i)
66 ( u i, y + v i, x + w i, xw i , y ) w i , xy + A

( i)
12 ui , x +

1
2
A

( i)
12 w

2
i , x +

  A
( i)
22 v i, y - A

( i)
22

1
R
w i +

1
2
A

( i)
22 w

2
i, y w i , yy +

1
R

+ qi + T ic
q

*

2PRd
= 01 

( 32)

位移连续条件为

u2(0, y ) = u1( L1, y ) + d2w1, x ( L 1, y ) , v2( 0, y ) = v1( L1, y ) + d2w1, y ( L 1, y ) ,

u3(0, y ) = u1( L1, y ) - d3w1, x ( L 1, y ) , v3( 0, y ) = v1( L1, y ) - d3w1, y ( L 1, y ) ,

u2( L2, y ) = u4(0, y ) + d2w4, x (0, y ) , v2( L 2, y ) = v4( 0, y ) + d2w 4, y(0, y ) ,

u3( L3, y ) = u4(0, y ) - d3w4, x (0, y ) , v3( L 3, y ) = v4( 0, y ) - d3w 4, y(0, y ) ,

w 1( L1, y ) = w2(0, y ) , w 1( L1, y ) = w 3(0, y ) ,

w 1, x ( L 1, y ) = w 2, x (0, y ) , w1, x ( L 1, y ) = w 3, x( 0, y ) ,

w 4(0, y ) = w 2( L2, y ) , w 4(0, y ) = w 3( L 3, y ) ,

w 4, x (0, y ) = w2, x ( L 2, y ) , w 4, x(0, y ) = w 3, x( L3, y )1 

( 33)

力平衡连接条件为

N1xx ( L 1, y ) = N 2xx (0, y ) + N 3xx (0, y ) , N 4xx (0, y ) = N 2xx ( L 2, y ) + N 3xx ( L3, y ) ,

N1xy( L 1, y ) = N 2xy (0, y ) + N 3xy (0, y ) , N 4xy (0, y ) = N 2xy ( L 2, y ) + N 3xy ( L3, y ) ,

M1x( L 1, y ) = M2x (0, y ) - d 2N 2xx (0, y ) + M3x (0, y ) + d3N 3xx (0, y ) ,

M4x(0, y ) = M2x( L2, y ) - d 2N 2xx ( L 2, y ) + M 3x ( L 3, y ) + d3N3xx( L 3, y ) ,

Q1x ( L 1, y ) = Q2x( 0, y ) + Q3x (0, y ) , Q4x (0, y ) = Q2x ( L 2, y ) + Q3x( L3, y )1 

( 34)

端部边界条件为

w 1(0, y ) = 0, N 1xx (0, y ) = 0, N1xy(0, y ) = 0, w1, x (0, y ) = 0

w 4( L4, y ) = 0, N4xx( L4, y ) = 0, N 4xy ( L4, y ) = 0, w4, x ( L 4, y ) = 0
  (夹支) , ( 35)

w 1(0, y ) = 0, N 1xx (0, y ) = 0, N1xy(0, y ) = 0, w1, xx (0, y ) = 0

w 4( L4, y ) = 0, N4xx( L4, y ) = 0, N 4xy ( L4, y ) = 0, w4, xx ( L 4, y ) = 0
  (简支) , ( 36)

以上两式中 d i = h / 2- hi / 21 
综上各式, 脱层发生虚扩展Dn 时, 由于 D01 = 0, 则层合壳总势能的变分为

D0 = D02, ( 37)

令

G i = Nx i (- u i, x) + Nxy i (- vi , x) + (Mx i, x + Mxy i, y + N xiw i, x + N xyiw i , y ) (- w i , x ) +
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  Mxiw i , xx + Mxyiw i , xy +
1
2 N xi u i, x +

1
2 w

2
i, x + N yi vi , y -

w i

R i
+

1
2 w

2
i , y +

  N xyi ( u i, y + v i, x + w i , xw i , y ) + Mxi (- w i , xx ) + Myi (- w i , yy) +

  Mxyi (- 2w i , xy) - qiw i - T i c
q

*

2PR d
w i , ( 38)

则有

D0 = 6
4

i = 1 RC
j

GiDnidCj 1 ( 39)

2  Griffith能量释放率

脱层扩展的实质是脱层前沿边界的变动,可以根据裂纹扩展的 Griffith 准则来建立能量释

放率的基本方程1 设脱层发生虚扩展Dn 时,脱层区域面积的变化为 DA, 根据能量守恒原理,

外荷载在这一过程对脱层圆柱壳所作的功一部分转化为弹性应变能,另一部分转化为脱层扩

展而消耗的能量,即有

  D( 0 + #) = 0, ( 40)

式中, 0 = U - W表示弹性系统总的势能, U表示系统的应变能, W 表示系统的外力功; #表

示由于脱层扩展而消耗的能量,则根据 Griffith准则,能量释放率可表示为

  G = - lim
DA y 0

D0
DA

, ( 41)

故脱层扩展的平均能量释放率为

  Ga = -
D0
DA

= - 6
4

i= 1RC
j

G iDn idC j QC
j

DndCj 1 ( 42)

如果脱层只在部分边界上发生扩展,即在脱层边界 Cj 的某一段边界 $Cj 上 Dn 大于 0,而

在其余的边界 Cj - $Cj 上 Dn 等于 0, 那么此扩展的平均能量释放率为

  Ga = - 6
4

i= 1
Q$C

j

G iDn idCj Q$C
j

DndC j 1 ( 43)

显然,平均能量释放率与扩展方式有关, 而在一般情况下,脱层的实际扩展方式是很难预

测的, Dn 是一个未知量,平均能量释放率对脱层扩展分析没多大意义 1 为此, 假设 $C j 为脱

层边界C j 上包含某一给定点的一个微段, 即脱层只在此微段上发生任意形式的虚扩展 1 命
$Cj 无限减小而趋于此给定点,由式( 43)可得到脱层在一点处扩展的能量释放率为

  G = - lim
$C

j
y 0
6
4

i= 1
Q$C

j

GiDnidCj Q$C
j

DndCj 1 ( 44)

从式( 44)可以看出, G 就代表了整个边界或部分边界扩展时脱层边界上各点的能量释放

率分布1 
对界面 C1: 显然有

  Dn1 = - Dn2 = - Dn3 = - Dn,

再根据式( 44)可得脱层界面 C1的能量释放率为

  G界面C
1
= lim

$C
1

y 0

Q$C
1

( G1 - G2 - G3)DndC1

Q$C
1

DndC1

= G1 - G2 - G 31 ( 45)
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对界面 C2 :显然又有

  Dn4 = - Dn2 = - Dn3 = - Dn1 
同样由式( 44)可得脱层界面 C2的能量释放率为

  G界面C
2
= lim

$C
2

y 0

Q$C
2

( G4 - G2 - G3)DndC2

Q$C
2

DndC2

= G4 - G2 - G 31 ( 46)

只要通过求解脱层壳的控制微分方程式( 32)及相应的定解条件式( 33) ~ 式( 36) , 求出位

移解 ui、v i、w i , 再由式( 38)和式( 44)即可确定脱层壳的能量释放率1 在对控制方程求解时,本

文是采用有限差分法来完成的1 经过差分处理, 控制方程和定解条件由最初的偏微分方程组

转化为差分格式的代数方程组,然后再运用牛顿迭代法求解1 

3  计 算结 果

为简便起见,在算例只对轴对称层合圆柱壳的脱层扩展进行分析, 讨论脱层长度、脱层深

度、几何尺寸及纤维铺层方式等参数对脱层前缘能量释放率 G 的影响1 

   图 2  脱层区 8 2的径向位移

在讨论由径向外载荷引起的脱层扩展之前, 先分析

各向同性表面脱层圆柱壳只在区域 82承受一定径向均

布外载荷作用的径向变形,以验证本文的分析方法 1 此
时 82 区域变为边界固支的圆柱壳, 此情形的各向同性

轴对称圆柱壳的径向位移可根据文献[ 17] 求得 1 脱层
区 82的几何参数为L / R = 5/ 3、R/ h = 30,泊松比M=

0. 3,图2给出了当径向载荷Q取定值1. 875 @ 104的情况

下( Q = qL
4
/ ( A 22h

3
) ) ,脱层壳 8 2区的径向位移 w 随坐

标 x 的变化曲线, 由图可见, 两种方法的结果吻合得较

好,从而证实了本文分析方法和计算编程是可靠的1 

下列各图讨论了不同几何和材料参数对脱层前缘能量释放率 G 的影响1 

图 3  脱层长度对能量释放率的影响        图 4  脱层深度对能量释放率的影响

3. 1  脱层长度的影响
对于几何参数为 L/ R = 5/ 3、R/ h = 30,脱层深度参数 A2( = h2/ h) 为 0. 2,径向外载荷 Q

分别为 500、800和1 000时的两端固支面内可动各向同性脱层壳( M= 0. 3) ,图 3给出了当脱层

位于壳的轴向对称中心时(即 l = ( (1- B) L ) / 2) , 其能量释放率随脱层长度 B的变化曲线 1 

图中纵坐标 �G 为能量释放率G 与( Eh
5
) / ( (1 - M2

) L
4
) 的比值(以下各向同性脱层壳 �G 的定义
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同此)1 从图中可看出,在一定的外载荷作用下,脱层圆柱壳的能量释放率 G 刚开始随 B的增

大而增大, 但当 B增大到一定值时,能量释放率 G 达到最大值,此后随 B的继续增大又开始减

小1 这说明对于这种圆柱壳脱层, 若在一定的外载荷作用下发生扩展,则其扩展很可能是稳定

的1 

图 5  几何尺寸 L / R 对能量释放率的影响       图 6  E11/ E22值对能量释放率的影响

图 7 铺层方式对能量释放率的影响(材料 2)   图 8  铺层方式对能量释放率的影响(材料 3)

3. 2  脱层深度的影响

对于 L / R = 5/ 3、R/ h = 30、B= 0. 1,脱层深度 A2分别为0. 1, 0. 2和0. 3时的两端固支面

内可动各向同性脱层壳(M= 0. 3) ,图4给出了当脱层位于壳的轴向对称中心时,其能量释放率

随径向外载荷的变化曲线1 从图中可看出,脱层深度越大,能量释放率 G 也越大,说明位置越

深的脱层在径向外载荷作用下,更容易发生扩展1 
3. 3  几何尺寸 L / R 的影响

图5给出了不同 L / R 值的各向同性对称脱层圆柱壳,其能量释放率与径向外载荷的关系

曲线 1 脱层壳的几何参数为 R/ h = 30,脱层参数为 A2 = 0. 2, B= 0. 11 从图中可看出,脱层

壳的能量释放率与壳的几何尺寸L / R 值成一种反比的趋势,说明了脱层壳的几何尺寸L / R值

越大,脱层越不易发生扩展1 
3. 4  材料的影响

图6给出了不同铺设材料脱层壳的能量释放率随径向外载荷的变化曲线1 算例中选用了

3种材料来铺设层合壳, 其中材料 1为各向同性材料,材料 2和材料3为各向异性材料,其弹性

常数值列如表 1,脱层壳的几何参数为 L / R = 5/ 3, R/ h = 30, 脱层参数为 A2 = 0. 2, B= 0. 1,

铺层顺序为[ 0b/ 0b/ 0b] 10,其中0b表示材料主方向与壳的纵轴同向1 图中纵坐标�G为能量释放

率 G 与( E22 h
5
) / ( (1- M12M21) L

4
) 的比值(以下各向异性脱层壳 �G 的定义同此) 1 从图中可看

到,材料 1的 E 11/ E 22值最小,其 �G 值最大;材料 3的 E11/ E22值最大,而其 �G 值最小 1 这显示

了脱层壳的能量释放率与铺层材料的 E 11/ E 22值成一种反比的趋势, 说明了脱层壳的铺层材
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料 E11/ E22 值越大, 脱层越不易发生扩展1 
表 1 弹性常数值

 E 11/ E22 G12/ E22 M12

材料 1 1. 0 0. 38 0. 30

材料 2 2. 0 0. 43 0. 30

材料 3 5. 0 0. 50 0. 25

3. 5  铺层状况的影响
图7、图8给出了不同铺层方式脱层壳的能量释放率随径向外载荷的变化曲线1 脱层壳

的几何参数和脱层参数与上例相同, 所用复合材料分别为材料 2和材料 31 从图中可看出,

[ 0b/ 90b/ 0b] 10铺设的脱层壳其能量释放率比[ 0b/ 0b/ 0b] 10铺设的小,说明随着铺设材料各向异性

程度的增加,脱层越不易发生扩展1 此外,比较图 7和图8可知随着材料 E 11/ E 22值的增大,铺

层次序对能量释放率的影响更显著1 

另外,从以上各图可知,脱层壳的能量释放率均随着径向外载荷的增大而增加, 说明载荷

越大,脱层发生扩展的可能性也越大1 

4  结   论

本文基于可动边界变分原理, 采用非线性层合壳理论及 Griffith准则,建立了圆柱壳脱层

前缘各点处能量释放率的表达式1 算例中,讨论了脱层大小、脱层深度、几何尺寸及纤维铺层

方式等因素对轴对称层合圆柱壳脱层扩展的影响,获得了如下结论1 
脱层长度较小时,能量释放率 G 随脱层长度B的增加而增加,但当 B增加到一定值时,能

量释放率 G 达到最大值,然后随 B的继续增大又开始减小;随着脱层深度的增加, 脱层圆柱壳

的能量释放率增大,脱层发生扩展的可能性也越大; 随着壳的几何尺寸 L / R 值、材料 E11/ E22

比值的增大及铺设材料各向异性程度的增加,脱层圆柱壳的能量释放率减小,脱层越不易发生

扩展;载荷越大,能量释放率 G 也越大,脱层越容易扩展1 
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Analysis of Delamination Growth for Composite

Laminated Cylindrical Shells Under

External Pressure

FU Y-i ming1  YANG Jin-hua1, 2

( 1. College of Mechanics and Aerospace , Hun an Un iv er sity ,

Changsha 410082, P . R . China ;

2. College of Br idge and Structur e En gineer ing , Chan gsha Un iver sity of Science

&Technology , Chan gsha 410076, P . R . China )

Abstract: The delamination growth may occur in delaminated cylindrical shells under external pres-

sure. This will cause structure failure. By using the variational principle of moving boundary and con-

sidering the contact effect between delamination regions, the delamination growth was investigated for

cylindrical shells under the action of external pressure. At the same time, according to the Griffith

criterion, the formulas of energy release rate along the delamination front were obtained. In the nu-

merical calculation, the delamination growth of axisymmetrical laminated cylindrical shells was ana-

lyzed. And the effects of delamination sizes and depths, the geometrical parameters, the material

properties and the laminate stacking sequences on delamination growth were discussed.

Key words: composite; laminated cylindrical shell; external pressure; delamination growth; energy

release rate; contact effect
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