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摘要 :  研究了二维粘滞性粒子动力学中的非自相似初值问题1 该初值被一圆环分为内外两块常

状态1 利用广义特征分析的方法和广义 Rankine-Hugoniot关系, 该关系是常微分方程组, 一个包含

狄拉克激波和真空的整体解被构造性地得到1 
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引   言

研究粘滞性粒子动力学中的二维零压流系统

  
Qt + #̈( QU) = 0,

( QU) t + #̈( QU ª U) = 0,
( 1)

带有非自相似初值

  ( Q, U) (0, x , y ) =
( Q1, U1)   ( x , y ) I 8 1,

( Q2, U2)   ( x , y ) I 8 2,
( 2)

其中 Q( t , x , y ) \ 0和 U= ( u, v) 分别为密度和平均速度, ¨= (5x ,5y ) , ª 是张量积, 81 =

( x , y ) | x
2
+ y

2
< a

2
, 82 = ( x , y ) | x

2
+ y

2
> a

2
, a 是任一正数1 

本系统可以用来描述低温下自由粒子的粘合碰撞过程,从而能够用来刻画宇宙中大尺度星

体的形成等[ 1- 2] 1 系统( 1)是空气动力学中等熵 Euler方程在忽略粘性下直接得到的结果[ 3- 4] 1 

系统( 1)的解中有可能会出现狄拉克激波
[ 4-5] 1 关于狄拉克激波的研究请参看文献[ 4]至

文献[ 9]等1 由于广义 Rankine-Hugoniot关系(该关系在一维的情况下是一常微分方程组, 在高

微的情况下是一偏微分方程组)的出现,狄拉克激波分别从位置, 速度和权各方面得到了很好

的描述1 对于该系统的 Riemann 问题, 在 Radon 测度的意义下存在唯一满足几何熵条件的

解[ 4- 5] , [ 10] 1 
最近, 文献[ 11]至文献[ 18]分别研究了某些双曲守恒律系统的初值问题1 文献[ 11]研究
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了空气动力系统学中高维零压流初值被一超平面分为两块常状态的初值问题,作者利用自相

似变换的方法把高维问题转化为一维问题,从而使问题得到了解决1 在文献[ 12]中,作者研究
了一个二维双曲守恒律系统初值被一光滑凸曲线分为无穷大的两块常状态的非自相似初值问

题,并且构造性的得到了问题的解1 
本文研究粘滞性粒子动力学中零压流方程的非自相似初值问题,该初值被一圆环分为内

为不相交的两块常状态1 该问题相对Riemann问题而言向Cauchy问题又迈进了一步1 其结果
也可以用来检验数值计算1 利用广义特征分析的方法和广义的 Rankine-Hugoniot关系,在几何

熵条件的意义下问题的整体解被构造性地给出1 
本文内容安排如下: 在第 1节中我们首先给出一些预备知识1 在该节中解决了系统( 1)的

Riemann问题1 该问题的初值被一直线分为左右两部分1 在该节中我们同时也引入了特征方
法,广义Rankine-Hugoniot关系和熵条件1 作为构造问题( 1)和问题( 2)的解的一个准备, 第 2

节研究了系统( 1)带有初始集中的初值问题1 在第 3节中我们完成了非自相似问题( 1)和问题

( 2)解的构造1 

1  预 备知 识

考虑系统( 1)带有以下初值的Riemann问题

  ( Q, U) (0, x , y ) =
( Q1, U1) ,   Lx + My < 0,

( Q2, U2) ,   Lx + My > 0,
( 3)

其中 ( L, M) = : n 是直线 Lx + My = 0单位法向,方向指向 Lx + My > 0的一方1 

定义 1. 1  对于任意的检验函数 < I C
]
0 ( [ 0, ] ] @ R

1
) , 若( Q, U) 满足关系式

  
Q

]

0Q
+ ]

- ]
( <t + U#¨<) dQdt = 0,

Q
]

0Q
+ ]

- ]
U( <t + U#¨<) dQdt = 0,

( 4)

则称 ( Q, U) 为( 1)式的一个弱解1 
根据( 1)式和( 3)式的形式,我们可以寻找如下形式的平面波解

  ( Q, U) ( t , x , y ) = ( Q, U) ( t , F) ,   F= Lx + My1 ( 5)

对于光滑解, ( 1)式可化为一维双曲守恒律系统

  
Qt + ( Q( U#n ) )F= 0,

( Q( U#n ) ) t + ( Q( U#n) 2) F= 01 
( 6)

该系统在方向 n 上存在一个重特征K= U#n, 其对应的特征向量为 r = (1, 0) ,又因为 ¨K#r
= 0, 所以系统( 6)是非严格双曲的,特征区域是完全非线性的1 

系统( 6)的特征方程为

  

dF
dt

= U#n,

dQ
dt

= - Q( U#n) F,

d( U#n )
dt

= 01 

( 7)

上式表明所有的特征线是直线,并且在每条特征线上 U#n 保持为常数1 
Riemann问题( 1)和问题( 3)的解除了常状态和真空解 Vac( Q= 0) 以外还包含接触间断

1064 孙   文   华    盛   万   成



  J : F/ t = U1#n = U2#n1 ( 8)

因此,当 U#n < 0时, Riemann问题( 1)和问题( 3)的解是

  ( Q, U) ( t , F) =

( Q1, U1) ( t , F) ,   F< U1#nt ,

V ac,   U1#nt < F< U2#nt ,

( Q2, U2) ( t , F) ,   F> U2#nt1 
( 9)

其中 G = G1- G2 在本文中如无特别说明都是指 G 跨过间断的差, V ac为真空解1 
当 U#n > 0时, 狄拉克激波将会产生1 从物理角度讲, 狄拉克激波的形成是由于粒子的高

度集中1 粒子在碰撞粘合以前都会保持直线运动状态, 它们的轨迹就是特征线1 粒子的碰撞
等同于特征线的相遇1 因此我们能够用此理论来构造问题的解1 就此而言, 应该在广义范函
的意义下在 Borel空间中来寻找问题的解1 由 Borel测度理论和 Radon-Nykodym定理, 当 t > 0

时问题的测度解应满足定义 1. 11 如果以下广义 Rankine-Hugoniot关系成立, 则称 Riemann问

题( 1)和问题( 3)在测度空间中在方向 n 上存在一个满足( 4)式的弱解

  

dF
dt

= UD#n ,

dw
dt

= - [ Q] ( UD#n) + [ Q( U#n) ] ,

d( wUD)

dt
= - [ QU] ( UD#n ) + [ QU( U#n ) ] ,

( 10)

其中 F、UD和w 分别为狄拉克激波的位置, 速度和权1 利用格林公式和分步积分,能够证明
( 10)式和( 4)式是等价的1 在几何熵条件

  U2#n [ UD#n [ U1#n ( 11)

的意义下,问题的狄拉克激波解是唯一的1 
因此,当 U#n > 0, Riemann问题(1) 和问题(3) 在方向 n 上有如下形式的解

  Q( t , F) = �Q+ wD( F- UD#nt ) , U( t ) =

U1,   F< UD#nt ,

UD,   F= UD#nt ,

U2,   F> UD#nt ,

( 12)

其中

  �Q( t , F) =
Q1,   F< UD#nt ,

Q2,   F> UD#nt ,
( 13)

  w ( t , F) = Q1Q2( U#n ) t , UD = ( Q1 U1+ Q2 U2) / ( Q1+ Q2)1 

2  具有初始集中的问题( 1)的解

作为构造非自相似初值问题( 1)和初值问题( 2)解的一个准备,我们首先考虑( 1)式带有初

始集中的 Riemann问题

  Q| t= t
0
= �Q+ m0D(F) , U | t= t

0
=

U1,   F< 0,

U0,   F= 0,

U2,   F> 0,

( 14)

其中

  �Q( t 0, x , y ) =
Q1,   F< 0,

Q2,   F> 0,
( 15)
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m0 > 0, F= ( x - x 0, y - y 0)#n , n = ( L, M) 是直线 F= 0指向 F> 0的的单位法向 1 并且

U0#n 满足熵条件

  U2#n [ U0#n [ U1#n1 ( 16)

在此情形中,若 U#n > 0, 则狄拉克激波将会出现1 
积分带有初值( 14)的Rankine-Hugoniot关系式( 10) ,得

  w + [ Q] F= m0+ [ Q( U#n ) ] ( t - t 0) ( 17)

和

  wUD+ [ QU] F= m0 U0 + [ QU( U#n) ] ( t - t 0)1 ( 18)

分别用 UD#n 和 n 乘以( 17)式和( 18)式,然后相减得

  [ Q] ( UD#n) F- [ QU] #nF= m0( UD#n) - m0 U0#n +

    [ Q( U#n) ] ( UD#n ) ( t - t 0) - [ QU( U#n ) ] #n ( t - t 0) , ( 19)

则

  d
dt

[ Q]
2
F2- ( m0+ [ Q( U#n) ] ( t - t0) )F =

    - m0 U0#n - [ Q( U#n) 2] ( t - t 0) 1 ( 20)

因此

  [ Q]
2
F2- ( m0+ [ Q( U#n) ] ( t - t0) )F=

    - m0 U0#n( t - t 0) -
[ Q( U#n) 2]

2
( t - t 0)

2
= : f ( t ; t 0)1 ( 21)

则

  F( t ) =
-

f ( t ; t0)

m 0+ [ Q( U#n) ] ( t - t 0)
,     [ Q] = 0,

m0+ [ Q( U#n ) ] ( t - t 0) - w ( t )

[ Q]
,   [ Q] X 0,

( 22)

并且

  w ( t) = m
2
0+ Q1Q2[ U#n ] 2( t - t 0)

2
+ 2m0[ Q( U#n ) ] ( t - t 0) -

    2[ Q] m0 U0#n ( t - t 0)
1/ 21 ( 23)

由( 18)式得

  UD( t ) =
1

w ( t)
( m0U0+ [ QU( U#n ) ] t - [ QU] F)1 ( 24)

注 2. 1 当 t0 = 0, 且 m0 = 0, U0 = 0 时,有

  (F, w , UD) ( t) =
( Q1 U1+ Q2 U2 )# n

Q1 + Q2
t, Q1Q2 ( [ U]#n ) t,

Q1 U1+ Q2 U2

Q1 + Q2
1 ( 25)

命题 2. 1  ( F( t ) , w ( t ) , UD( t ) ) 具有如下性质:

1) w ( t) \ 0是 t的增函数;

2) dF/ dt 和 dw / dt 都是 t的单调函数;

3) UD( t ) 满足熵条件( 11) ,而且有

  lim
t y ]

UD( t ) =
Q1 U1 + Q2 U2

Q1 + Q2
1 

因此问题( 1)和问题( 14)的 Riemann解为:
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  Q( t , F) = �Q( t , F) + w ( t ) D(F- F( t ) ) ,   t > t 0, ( 26)

  U( t ) =

U1,    F< F( t ) ,

UD( t ) ,   F= F( t ) , t > t0,

U2,    F> F( t ) ,

( 27)

其中

  �Q( t , F) =
Q1,   F< F( t ) ,

Q2,   F> F( t ) ,
( 28)

F( t )、w ( t)、UD( t ) 分别具有( 22)式、( 23)式、( 24)式的形式1 

3  构造非自相似初值问题( 1)和问题( 2)的解

若用 ( x 0, y 0) = ( a cosH, asinH) ( H I [- P,P] ) 来表示初始间断线 x
2
+ y

2
= a

2上的点,

则间断线在此点的单位外法向为 nH:= ( cosH, sinH) 1 我们将按如下两种情形来构造此初值问
题的解1 

情形 1  U1 = U2

在此情形中,问题的解被一间断 J 分为两个常状态:

  ( Q, U) =
( Q1, U1) ,   ( x - u1t )

2
+ ( y - v 1t )

2
< a

2
,

( Q2, U2) ,   ( x - u1t )
2
+ ( y - v 1t )

2
> a

21 
( 29)

情形 2  U1 X U2

在此情形中, U#nH可以写为

  ( u1- u2) cosH+ ( v1- v2) sinH= ( u1- u2)
2
+ ( v1- v2)

2sin( U+ H) ,

其中 U= arctan( ( u1- u2) / ( v 1- v2) ) 1 为了便于问题的讨论,设
  U I (0,P/ 2) 1 ( 31)

对于任意给定的两个常状态 ( Q1, U1)和( Q2, U2) ,在初始间断上总存在两个点 H1= - U和H2=

P- U满足 U#nH = 01 

于是有结论:

1) 当 H I (- U,P- U) , U#nH > 0时,狄拉克激波解将会出现;

2) 当 H I (P- U, 2P- U) , U#nH< 0时,问题的解是一接触间断 J 连接一常状态( Q2, U2)

和一真空1 

现在来逐点构造问题( 1)和问题( 2)的解,其中 H I (- U,P- U) 1 为了证明以上结论,我
们首先给出一个引理1 

对于任意给定的两个常状态, 发自初始间断线的狄拉克激波具有以下性质:

引理 3. 1  过任意初始间断上的点 ( x 0, y0) I ( x , y ) | x
2
+ y

2
= a

2
, H I (- U, P- U) ,

存在一直线

  l : ( x - x 0, y - y 0)#nH
1
= 0, ( 32)

从直线 l 发出的所有的特征线形成一平面,在该平面中一狄拉克激波从点( x 0, y 0) 发出, 并在

遇到真空前保持定常速度 UD (见( 25)式)行进1 

证  由于特征理论, 发自 l 在x
2
+ y

2
> a

2部分上的特征线和发自 l 在x
2
+ y

2
< a

2部分

上的特征线所形成的平面具有共同的法向

  ( v1- v2, u2- u1, u1 v2- u2v 1) ,
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从而,由 l出发的特征线共面

  #: ( v1 - v2) ( x - x 0) - ( u1- u2) ( y - y 0) + ( u1v 2- u2v 1) t = 01 ( 33)

具有速度 UD的狄拉克激波从( x 0, y 0) 发出,并且在遇到真空以前保持速度不变1 引理证毕1 
问题在平面 #中被简化为具有 3片常状态的非自相似初值问题1 

记状态 ( Q1, U1) 消失的时间为 t
H
01 因此从上面的引理得

  
( x - x 0, y - y 0)#nH=

( Q1 U1+ Q2 U2)#nH
Q1+ Q2

t
H
0,

( x - acos(2U+ H) , y - asin(2U+ H) )#nH = U1#nHtH0,

( 34)

注意到( 30)式,有

  t
H
0 = 2asin( U+ H)

1 + Q1/ Q2

( u1- u2)
2
+ ( v1- v2)

2
1 ( 35)

当 H= - U+ P/ 2时, t
H
0 有最大值 tmax = 2a

1+ Q1/ Q2

( u1- u2)
2
+ ( v 1- v2)

2
1 

对于非自相似初值问题( 1)和非自相似初值问题( 2) ,由( 25)式得,当 t < t
H
0时狄拉克激波

为

  

x = a cosH+
Q1u1+ Q2u2

Q1 + Q2
t = : x ( t ) ,

y = asinH+
Q1 v1+ Q2 v2

Q1 + Q2
t = : y ( t ) 1 

( 36)

当 t < t
H
0时,非自相似问题( 1)和非相似问题( 2)的解为

  ( Q, U) ( t , F) = (�Q, �U) ( t , F) + ( w ( t , F) D( F- F( t ) ) , UD) , ( 37)

其中 F= ( x - x ( t ) , y - y ( t ) )#nH,

(�Q, �U) ( t , F) =

  

( Q1, U1) ,   ( x , y ) I 21 = ( x , y ) | ( x , y ) = A + K1( B - A ) , K1 I (0, 1) ,

Vac ,   ( x , y ) I 22 = ( x , y ) | ( x , y ) = C+ K2( A - C) , K2 I ( 0, 1) ,

( Q2, U2) ,   ( x , y ) I lc \ ( 21 G 22) ,

( 38)

  lc = ( x , y ) | ( ( x - x 0, y - y 0) - UDt )#nH
1
= 0 ,

  A = a( cos(2U+ H) , - sin(2U+ H) ) + U1 t , B = ( x 0, y 0) + UDt ,

  C = a( cos(2U+ H) , - sin(2U+ H) ) + U2 t1 

当 t = t
H
0时,把( 35)式带入( 25)式,得非自相似问题的解为

  ( Q, U) | t= t
H
0
= (�Q, �U) ( tH0) + (wD(F- F( tH0) ) , UD) , ( 39)

其中

  (�Q, �U) ( t
H
0, F) =

    
Vac ,   ( x , y ) I 2 = ( x , y ) | ( x , y ) = C + K( B - C ) , K I (0, 1) ,

( Q2, U2) ,   ( x , y ) I lc \ 2 1 

( 40)

当 t \ t
H
0时,问题相当于求解( 10)式带有初值( 14)式的问题1 其中
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  ( F0, m0, U0) = (F, w , UD) ( t
H
0) ,

注意到此时狄拉克激波的左侧 ( F< F( tH0) ) 为真空, 由第2节的结果可以直接得非自相似问题

(1) 和相似问题(2) 的解为

  (Q, U) ( t , F) = (�Q, �U) ( t , F)+ ( w D( F- F( t ) ) , UD) , (41)

其中 F( t )、w ( t)、UD( t )具有(22)式至(24)式的形式1 

  (�Q, �U) ( t , F) =

    
Vac ,   ( x , y ) I 2 = ( x , y ) | ( x , y ) = C + K( B - C ) , K I (0, 1) ,

( Q2, U2) ,   ( x , y ) I lc \ 2,

(42)

解构造完毕1 
定理 3. 1  粘滞性粒子学中零压流系统的非自相似初值问题( 1)和非相似初值问题( 2)存

在形式为( 37)式, ( 39)式和( 41)式 的解(见图 1, P1: ( acos(- U) + u2 t , asin(- U) + v2t ) , P 2:

( acos(P- U) + u2 t , asin(P- U) + v 2t ) ) 1 

      ( a) 0 < t < tmax              ( b) t \ tmax

图  1

注  若 U I (- P/ 2, 0) , 则狄拉克激波和真空将会出现在我们以上讨论的 U I (0,P/ 2) 相反方向1 

致谢  作者非常感谢张同教授给予的帮助1 
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Two Dimensional Non-Selfsimilar Initial Value Problem

for Adhesion Particle Dynamics

SUNWen-hua1, 2,  SHENGWan-cheng1

( 1. Depar tm ent of Mathem atics , Shanghai Un iv er sit y ,

Shan ghai 200444, P . R . China ;

2. School of Mathem atics and Inf orma tion Sci ences , Shandon g

Un iv er sity of Technology , Zibo , Shandon g 255049, P . R . China )

Abstract: Two dimensional non-selfsimilar initial value problem for adhesion particle dynamics with

two pieces constant states separated by a circular is considered. By using the generalized characteris-

tic method and the generalized Rankine-Hugoniot relation which is a system of ordinary equations, u-

nique solution which includes delta-shock waves and vacuum is constructed.

Key words: Adhesion particle dynamics; generalized Rankine-Hugoniot relation; entropy condition;

delta-shock; vacuum
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