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饱和地基上弹性基础的竖向
振动特性研究
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(郭兴明推荐)

摘要 :  采用解析的方法研究了饱和地基上受一简谐竖向荷载作用下弹性基础的动力响应1 在分

析中,首先利用积分变换技术获得了饱和介质基本控制方程的变换解, 然后基于基础-半空间完全

放松接触、半空间表面完全透水或不透水的假设 ,建立了该动力混合边值问题的对偶积分方程, 并

把该对偶积分方程进一步化为易于数值求解的第二类 Fredholm 积分方程1 文末数值算例给出了

动力柔度系数、位移和孔隙水压力随振动频域和土-基础体系物理力学参数特性的变化曲线1 结果

表明 :饱和地基上弹性基础的动力响应完全不同于饱和地基上刚性圆板的动力响应1 所用方法可

用于研究波的传播、土-结构动力相互作用等许多问题1 

关  键  词:  饱和地基;  弹性基础;  竖向振动;  动柔度;  对偶积分方程

中图分类号:  TU476   文献标识码:  A

引   言

对土-结构动力相互作用问题尤其是地震、机器振动等的研究,确定基础的动柔度是非常

重要的1 Lamb
[ 1]
首先深入地研究了半空间表面或内部作用一集中力时弹性半空间的动力响

应1 如果该集中荷载被换为一振动的刚性圆板,则该问题将变为混合边值问题1 
对土与基础动力相互作用问题,国内外许多学者视半空间为理想弹性介质进行了相当多

的研究工作1 在分析中, 多种方法如积分变换法、Green 函数法以及数值方法如有限单元法等

被广泛采用[ 2- 5] 1 然而, 把半空间视为理想弹性固体的假设并不符合实际情况,此时如若假设

其为两相饱和介质将更加符合实际1 1956年 Biot[ 6]首先建立了流体饱和多孔介质中波的传播

理论1 从那以后,许多学者采用该理论重新研究了土与基础动力相互作用问题[ 7-11] 1 
一般来说, 基础总是有一定的高度和弹性,而不能将其视为一理想的刚性圆板1 从工程实

用角度出发,此时如若把基础看作是一弹性体,把半空间看作是一饱和两相介质将更加合理,

更加符合实际情况1 从本文第一作者所掌握的国内外文献资料来看,对于饱和地基上弹性基

础的竖向振动解答还未见报道1 为此, 本文的主要目的就是求解该问题,获得饱和地基上弹性

基础竖向振动的半解析解,分析其与饱和地基上刚性圆板动力响应的差别1 在分析中,首先采
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用Hankel变换技术获得控制方程的解析解1 然后, 基于基础与半空间是完全放松接触、半空

间表面完全透水或不透水的假设, 建立了该动力混合边值问题的对偶积分方程,并进一步将其

化为易于数值求解的第二类 Fredholm积分方程1 文末数值结果表明影响基础动力响应的主要
因素是饱和土-基础体系的物理力学参数和所施加的荷载,其动力响应完全不同于饱和地基上

刚性圆板的动力响应1 本文所用方法可用来研究波的传播、土-结构动力相互作用等许多问
题,所得结论对实际工程有一定的指导意义1 

1  控制方程的基本解

一半径为 r0、高为 h的弹性基础置于饱和半空间表面,基础中心承受竖向简谐荷载 P eiXt

的作用( X为振动圆频率、t 为时间、i= - 1) , 饱和半空间本构方程采用 Biot理论,其力学模

型如图1所示1 
在圆柱坐标系下,考虑小变形情况下的均质各向同性饱和土体的基本微分方程可写成

( Biot [ 12] , 1962) :

  L¨2
u r + ( Kc + L) 5e

5r
- L

u r

r
2 - AM 5N

5r
= Q&u r + Qf&wr , ( 1a)

  L¨2
uz + ( Kc+ L)

5 e
5z

- AM
5N
5z

= Q&uz + Qf&wz , ( 1b)

  AM 5 e
5 r

- M
5N
5r

= Qf&u r + m&w r + bÛwr , ( 1c)

  AM
5 e
5z

- M
5N
5z

= Qf&u z + m&w z + bÛwz , ( 1d)

图 1  力学模型   

式中, ur和uz分别为固相的径向和竖向位移; wr和wz分别为液相

相对于固相的径向和竖向位移; e 和N分别为固相和液相相对于

固相的体应变; K、L为Lame常数, Kc = K+ A2M, A和M为描述两

相饱水介质压缩性的 Biot参数( A= 1和M = ] 分别表示不可压
缩流体和不可压缩固体材料) ; m = cQf / n是一个取决于孔隙比n、

流体质量密度 Qf和试验计算参数 c 的 Biot参数; Q= nQf + (1 -

n) Qs 为饱和土的质量密度, Qs 是土颗粒的质量密度; b = G/ k , G

是流体的粘滞系数, k 为土体的渗透系数1 

根据 Biot理论[ 12] ,土体的应力可分为有效应力和孔隙水压力

两部分:

  Ri = Rci - AP f   ( i = r , H, z ) , ( 2a)

  Srz = Sc
rz , ( 2b)

这里,孔隙水压力 P f、固相和液相相对于固相的体应变分别为:

  P f = - AMe + MN, ( 3)

  e =
5 ur

5r
+

ur

r
+

5uz

5z
, N= -

5wr

5r
+

wr

r
+

5wz

5z
, ( 4a, b)

而土颗粒的应力-位移关系可写成:

  R
c
r = Ke + 2L

5 ur

5 r
, R

c
H = Ke + 2L

ur

r
, ( 5a, b)

  Rc
z = Ke + 2L

5 uz

5z
, Sc

rz = L
5 ur

5z
+

5 uz

5r
1 ( 5c, d)

为便于分析,引入无量纲参数和变量:
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  �r =
r
r0

, �z =
z
r0

, �u r =
ur

r 0
, �uz =

uz

r0
, �w r =

wr

r 0
, �wz =

wz

r0
, �K=

K
L , �Kc =

Kc
L,

  �M =
M
L

, �Qf =
Qf
Q

, a = r0 X Q/ L, �m =
m
Q

, �b = r0 b / QL,

  �P f =
P f

L
, �Rz =

Rz
L

, �Szr =
Szr
L
1 

这里, a 表示无量纲频率, r 0是弹性基础的半径1 
对式( 1)至式( 5)引入无量纲量并进行相应阶的Hankel变换后,可得

  d
2

d�z
2- p

2
�u0

z + (�Kc + 1)
d�e0

d�z
- A�M

d�N0

d�z
= - a

2�u0
z - �Qfa

2�w 0
z , ( 6a)

  A�M d�e
0

d�z
- �M d�N

0

d�z
= - �Qfa

2�u 0
z - �ma

2�w 0
z + i�ba�w 0

z , ( 6b)

  (�Kc + 2)
d2

d�z 2
�e0- p

2�e0 - A�M
d2

d�z 2
�N0- p

2�N0 = - a
2
�e
0
+ �Qfa

2
�N
0
, ( 6c)

  A�M
d2

d�z 2
�e0- p

2�e0 - �M
d2

d�z 2
�N0- p

2�N0 = - �Qfa
2
�e
0
+ �ma

2
�N
0
- i�ba�N

0
, ( 6d)

  �P 0
f = - A�M�e0 + �M�N0, ( 7)

  �R0z ( p ,�z ) = �K�e0+ 2
5�u0

z

5�z - A�P0
f , �S

1
zr( p ,�z ) =

5�u 1
r

5�z - p�u 0
z , ( 8a, b)

  �u1
r ( p ,�z ) =

1
p
�e0-

5�u 0
z

5�z
, �w 1

r ( p , �z ) =
1
p

- �N0-
d�w

0
z

5�z
, ( 9a, b)

这里, �f
M
( p ,�z ) 表示变量�f (�r ,�z ) 的 T阶Hankel变换, p 是变换参数1 

考虑到波的辐射条件后, 求解常微分方程式( 6a)至式( 6d) ,得

  �e0 = - p
2
1A 1e

- c�z
- p

2
2A 2e

- d�z
, �N0 = D1p

2
1A 1e

- c�z
+ D2p

2
2A 2e

- d�z
, ( 10a, b)

  �u0
z = - cA 1e

- c�z
- dA 2e

- d�z
+ p

2
A 3e

- j�z
, ( 10c)

  �w 0
z = - cD1A 1e

- c�z
- dD2A 2e

- d�z
+ p

2D3A 3e
- j�z

, ( 10d)

将式( 10a)至式( 10d)代入式( 7)至式( 9) ,有

  �u1
r = - pA 1e

- c�z
- pA 2e

- d�z
+ pjA 3e

- j�z
, ( 11a)

  �w 1
r = - p ( D1A 1e

- c�z
+ D2A 2e

- d�z
- jD3A 3e

- j�z
) , ( 11b)

  �R0z = [ 2c
2
- (�K+ A2�M + A�MD1) P

2
1] A 1e

- c�z
+

    [ 2d
2
- (�K+ A

2
�M + A�MD2) P

2
2] A 2e

- d�z
- 2pjA 3e

- j�z
, ( 12a)

  �S1zr = 2p cA 1e
- c�z

+ 2pdA 2e
- d�z

- p ( p
2
+ j

2
) A 3e

- j�z
, ( 12b)

  �P 0
f = - P

2
1�M ( A+ D1) A 1e

- c�z
- P

2
2�M ( A+ D2) A 2e

- d�z
, ( 12c)

式中

  c
2
= p

2
- p

2
1, d

2
= p

2
- p

2
2, j

2
= p

2
- s

2
, p

2
1 =

1
2

( B1+ B
2
1- 4B2) ,

  p
2
2 =

1
2

( B1 - B21- 4B2) , s
2
=

i�ba
2
- ( �m - �Q

2
f ) a

3

i�b - �ma
,

  Di = [ a
2
- A�Qf a

2
- (�K+ 2) P

2
i ] / J, ( i = 1, 2) ; D3 = [ a

2
- A�Qfa

2
- s

2
] / J,

  B1 =
a
2
- A�Qfa

2
+ AJ

�K+ 2
+
�ma

2
- i�ba

�M
, B2 =

( �m - �Q2f ) a
4
- i�ba3

�M (�K+ 2)
,

  J= A�ma
2
- �Qfa

2
- iA�ba 1 

为保证�z y ] 时波的辐射条件, c、d和j 的实部必须大于0,即Rec > 0、Red > 0和Rej >
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01 p 1和 p 2分别对应于第一压缩波和第二压缩波的无量纲复波数, s 对应于剪切波的无量纲复

波数 1 A 1、A 2和 A 3为积分常数,可由边界条件确定1 

2  对偶积分方程的建立

土-基础动力相互作用问题属于混合边值问题1 假设基础和半空间接触面是完全放松的,

即接触面光滑无摩擦、接触面位移连续,接触面外的应力自由;同时, 还假设饱和半空间表面完

全透水或不透水1 对于透水情况(称为排水条件) ,假设半空间表面的孔隙水压力为 0, 而对于

不透水情况(称为不排水条件)则假设液相相对于固相的竖向位移为 01 对于更复杂的接触面
排水情况将要考虑到液相和气相的相互作用,这里我们不作研究1 因此,半空间表面 (�z = 0)

的无量纲边界条件可表示为:

  �uz (�r , 0) = �wc(0)   (0 [ �r [ 1) , ( 13a)

  �Szr(�r , 0) = 0     (0 [ �r < ] ) , ( 13b)

  �Rz (�r , 0) = 0     ( 1 [ �r < ] ) , ( 13c)

对于排水条件:

  �P f (�r , 0) = 0   (0 [ �r < ] ) , ( 14)

而对于不排水条件:

  �wz (�r , 0) = 0   (0 [ �r < ] ) , ( 15)

这里, �wc = wc/ r 0; wc( z ) 是弹性基础的变形, 满足下列关系( Bishop, Johnson
[ 13]

, 1979) :

  Ec5
2
wc

5z
2 = Qc5

2
wc

5t
2 , ( 16)

式中, Qc和Ec分别表示弹性基础的质量密度和弹性模量1 
考虑到简谐振动,求解式( 16) ,有

  �wc= B1cosDa�z + B2sinDa�z , ( 17)

其中, D= ( QcL) / ( QEc) , B1 和 B 2为积分常数, 由边界条件确定1 
对弹性基础,考虑到边界条件 (�z = - �h) , 有如下的等式

  �wc= �w 0, P = ARc, ( 18a, b)

这里, Rc= Ec(5wc/ 5z ) , �h = h/ r 0, �w 0 = w 0/ r0, w 0是施加的位移幅值, A 是基础的横截面面

积1 
结合式( 10c)、式( 12)至式( 15)和式( 17)和式( 18) ,并经过一系列繁琐的推导,可得如下对

偶积分方程:

  Q
]

0
p

- 1
(1+ H ( p ) ) B ( p ) J 0( p�r )dp =

�PDsinDa�h
P�Qca + �w 0cosDa�h l

  (0 [ �r [ 1) , ( 19a)

  Q
]

0
B ( p ) J 0( p�r )dp = 0   (1 < �r < ] ) 1 ( 19b)

对于排水条件:

  f ( p ) =
s
2
( da1 - ca2)

[ (2d
2
- �KP2

2) ( p
2
+ j

2
) - 4p

2
dj ] a1- [ (2c

2
- �KP 2

1) ( p
2
+ j

2
) - 4p 2

cj ] a2
,

而对于不排水条件:

  f ( p ) =
cds

2
( D1- D2)

de2(2c
2
- b1) - ce1( 2d

2
- b2) - 4p 2

cdj ( D1- D2)
,

这里
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  a i = ( A+ Di ) P
2
i , bi = (�K+ A2�M + A�MDi ) P

2
i , ei = 2p 2D3- Di ( p

2
+ j

2
) , ( i = 1, 2) ;

    �P = P / ( Lr
2
0) , �R = Rc/ L, �Ec= Ec/ L, �Qc = Qc/ Q,

  l = lim
p y ]

pf ( p ) = - (2 + �K) / (2 + 2�K) , H ( p ) = pf ( p ) / l - 11 

上述对偶积分方程( 19a)和方程( 19b)的解已由 Erdelyi和 Sneddon[ 14]及 Noble[ 15]解出1 根

据Noble[ 15]的解法,定义如下的积分关系式:

  B( p ) =
2p�w 0

Pl Q
1

0
H( t ) cos( pt ) dt1 ( 20)

将式( 20)代入式( 19a)和式( 19b) ,式( 19b)自动满足,而式( 19a)等价于如下的积分方程:

  H( t ) +
2
PQ

1

0
Kc( t , S) H( S)dS =

�PDsinDa�h
P�Qca�w 0

+ cosDa�h , ( 21)

这里, Kc( t , S) = Q
]

0
H ( p ) cos( pt ) cos( pS)dp 1 

考虑到基础的侧面没有外力作用, 有

  �EcQ
1

0
�r

5�wc
5�z �z = 0

d�r + Q
1

0
�r�Rz (�r , 0)d�r = 01 ( 22)

将式( 17)、式( 20)和式( 22)代入式( 21) , 可建立如下第二类 Fredholm积分方程:

  H( t ) +
2
PQ

1

0
K ( t , S) H( S) dS =

1

cosDa�h
, ( 23)

这里,核函数 K ( t , S) = Kc( t , S) + (2DtgDa�h ) / (�Qcal )1 
在上面的理论推导中,如令 D= 0、�h = 0, 并且忽略固-液相之间的惯性耦合,则上述问题

可退化到饱和地基上一无质量刚性圆板的竖向振动( Bo, Hua
[ 8]

) 1 因此饱和地基上刚性圆板
的竖向振动是本文所述弹性基础竖向振动的一个特例1 

记弹性基础的静竖向位移 �wc
0 = - �Pl / 4, 则弹性基础的动柔度系数和竖向位移可表示为

  Cv =
�w 0

�w
c
0

=
1

-
l
4DP�QcatanDa�h + Q

1

0
H( t ) dt ( cosDa�h)

, ( 24)

  
�w

c
0

�w 0
=

1

cosDa�h
- 4DtanDa�hQ

1

0
H( t )dt (P�Qcal) 1 ( 25)

      ( a) Re[ Cv ] ~ a               ( b) Im[ Cv] ~ a

图 2  排水情况下的动柔度系数与振动频率的关系

3  数 值算 例

第二类 Fredholm 积分方程式( 23)可采用梯形积分公式将其化为区间[ 0, 1]上的线性代数

方程组并进行求解1 获得式( 23)的解后, 就可用式( 24)和式( 25)计算基础随无量纲振动频率

的动力响应1 在本节给出的数值算例中,取饱和地基土和弹性基础的无量纲物理力学参数为:
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�h = 2. 0、A= 0. 97、�Qc= 1. 21、�Qf = 0. 53、�m = 1. 1、�M = 10. 0、�K= 1. 5和�b = 10. 01 为了进
一步分析基础刚度对动力响应的影响,我们分别对无量纲参数 D取了4个值,即 D= 0. 0、D=

0101、D= 0. 05和 D= 0. 0751 D的值反映基础相对于半空间的刚度, 基础越硬, 则 D的值越

小1 

图 3  排水情况下基础的竖向位移

图2和图3给出了排水条件下弹性基础的动柔

度系数和竖向位移随无量纲频率 a的变化情况1 从
图 2可看出 CM的实部随无量纲频率 a 的增大而减

小,而其虚部开始随振动频率 a 的增大而增大, 经过

峰值后开始减小 1 从图 2 还可看出: 对于不同的 D

值, 随振动频率 a 的增大, CM的实部和虚部的变化规

律与刚性情况( D= 0. 0) 类似,但都比刚性基础( D=

0. 0) 的为小1 

       ( a) Re[ Cv] ~ a              ( b) Im[ Cv] ~ a

图 4 不排水情况下的动柔度系数与振动频率的关系

图 5 不排水情况下基础的竖向位移

从图 2还可发现基础的弹性对动力柔度系数的

影响主要集中在低频范围内( a [ 3. 0)1 当频率 a

> 3. 0时,对于不同的 D值动柔度系数曲线几乎完全

重合1 
从图 3可更清晰地看出不排水条件下基础的弹

性对动力响应的影响1 随着 D的值从0开始增大,弹

性基础的位移曲线立即互相分开 1 D和a 的值越大,

曲线分开的更加明显1 

图4和图 5是不排水条件下的计算结果1 从图 4和图 5可看出:基础动力响应的变化趋

势和排水条件下的变化趋势是类似的, 但其数值不同于排水条件1 不排水条件下基础的弹性

对动力响应的影响要大于排水条件,尤其当基础刚度较小时1 
为了进一步揭示地基土表面的排水条件对基础动力响应的影响,我们还计算了孔隙水压力

随深度的变化情况1 图 6给出了无量纲孔隙水压力 P
*
f ( = �P f/ �P ) 沿 z 轴的产生和消散过程 1 

正如预料的一样,在低频段( a = 0. 5) ,排水情况下孔隙水压力随深度的增大从 0逐渐增大到

峰值后快速消散,而对于不排水情况则随深度的增大从最大值迅速消散 1 随着振动频率的增
大(如达到 a = 2. 0) , 孔隙水压力沿深度则出现振荡现象, 尤其对于不排水情况,此现象更加

明显1 这可解释为对于不排水情况可导致固-液相之间相对摩擦和流体粘滞性的增大从而导
致孔隙水压力的增大1 
上述这些差异可归因于 3种波( 2个压缩波和 1个剪切波)的传播和衰减、土颗粒间的相
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   ( a) Re[ P*
f ] ~ z / a                ( b) Im[ P *

f ] ~ z / a

图 6 孔隙水压力随深度 z 的变化

互摩擦、孔隙流体的粘滞性、弹性基础的变形、边界排水条件和所施加的荷载1 在分析基础竖
向振动的动力响应时,所有这些影响因素是不能忽略而不加考虑的1 

4  结   论

本文采用解析的方法分析了均质饱和地基上弹性基础在竖向荷载作用下的动力响应1 在
分析中,把基础视为一弹性体、把半空间视为一三维多孔饱和介质建立了土与基础动力相互作

用的第二类Fredholm积分方程1 文末数值算例表明饱和多孔介质的物理力学参数、基础的弹
性、排水条件和所施加的外荷载对基础的动力响应有重要的影响1 这些影响可归因于 3种波

( 2个压缩波和 1个剪切波)的传播和衰减、土-基础的物理力学参数特性和所施加的荷载1 
近些年来, 饱和/部分饱和地基上基础动力响应问题的研究逐渐引起人们的重视, 本文仅

是对此课题的研究进行了一个初步尝试,对该课题仍需要采用解析、数值或试验的方法进行系

统而深入的研究1 希望本文的研究能促进人们对地基基础动力相互作用理论和工程实践的理
解,以便花更多精力去研究该课题1 
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Vertical Vibrations of Elastic Foundation

Resting on Saturated Half-Space

WANG Guo-cai,  WANG Zhe,  MENG Fan- li
( School of Civil En gin eer in g and Architectur e , Zhejian g Un iversity of Techn ology ,

Han gzhou 310014, P . R . China )

Abstract: The dynamic response of an elastic foundation of finite height bonded to the surface of a

saturated hal-f space is mainly concerned with. The foundation is subjected to time-harmonic vertical

loadings. First, the transform solutions for the governing equations of the saturated media were ob-

tained. Then, based on the assumption that the contact between the foundation and the hal-f space

was fully relaxed and the hal-f space was completely pervious or impervious, this dynamic mixed

boundary-value problem can lead to dual integral equations, which can be further reduced to the Fred-

holm integral equations of the second kind and solved by numerical procedures. In the numerical ex-

amples, the dynamic compliances, displacements and pore pressure are developed for a wide range of

frequencies and material/ geometrical properties of the saturated soi-l foundation system. In most cas-

es, the dynamic behavior of an elastic foundation resting on the saturated media significantly differs

from that of a rigid disc on the saturated hal-f space. The solutions obtained can be used to study a va-

riety of wave propagation problems and dynamic soi-l structure interactions.

Key words: saturated medium; elastic foundation; vertical vibration; dynamic compliance; dual inte-

gral equation
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