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具有共振的 2n 阶m 点边值问题的可解性
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摘要 :  对具有共振的高阶多点边值问题进行研究1 首先在具有 2n - 1阶连续导数的函数全体所

成的空间 X 的子集上定义了指数为 0的Fredholm算子 L ,并在 X 上定义了投影算子P ,使得算子 L

在其定义域和 P 的核的交集上是可逆的1 然后,在Lebesgue可积函数全体所成的空间 Y上定义了

投影算子 Q,使得 L 的逆与 I-Q 及非线性项f 的复合是紧算子,其中, I 是Y上的恒同算子 1 最后通

过赋予 f 一定的增长条件,利用Mawhin的重合度理论,证明了具有共振的 2n 阶m 点边值问题至少

存在一个解,并给出一个例子验证这一结果 1 在这里不要求 f 具有连续性1 

关  键  词:  共振;  Fredholm 算子;  多点边值问题;  重合度理论

中图分类号:  O175. 8    文献标识码:  A

引   言

目前,具有共振的常微分方程边值问题得到了广泛的研究, 读者可参阅文献[ 1]至文献

[12] 1 文献[ 1]至文献[ 7]研究具有共振的二阶多点边值问题解的存在性1 文献[ 8]至文献

[ 10]研究具有共振的三阶 3点边值问题解的存在性1 文献[ 11]研究具有共振的 n 阶多点边值

问题解的存在性1 文献[ 12]在非局部边值条件下研究了具有共振的 n阶多点边值问题解的存

在性1 
通过上述文献的启发,本文研究2n 阶m 点边值问题:

  x
( 2n)

( t ) = f ( t , x ( t ) , xc( t ) , ,, x
(2n- 1)

( t ) ) ,   t I (0, 1) , ( 1)

  x
( 2i)

(0) = x
( 2i+ 1)

(1) = 0, i = 1, 2, ,, n - 1; xc(1) = 0, x (1) = 6
m- 2

i = 1

Aix ( Ni ) ( 2)

解的存在性, 此处 f : [ 0, 1] @ R
2n y R 把有界集映为有界集, 且 f ( t , x ( t ) , xc( t ) , ,,

x
(2n- 1)

( t ) ) I L
1
[ 0, 1] , x ( t ) I C

2n- 1
[ 0, 1] , Ai I R, i = 1, 2, ,, m - 2; 0 < N1 < N2 < , <

Nm- 2 < 1, 6
m- 2

i= 1 Ai = 11 在这里我们不要求 f 具有连续性 1 目前, 据我们所知这是第一篇讨

论具有共振的 2n阶边值问题在不要求f 具有连续性, 以及在边界条件 x
( 2i )

(0) = x
(2i+ 1)

(1) =
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0下解的存在性的文章1 

1  预 备知 识

设 X、Y 是 Banach空间, L : D ( L ) < X y Y 是指数为 0的 Fredholm算子, P : X y X , Q: Y

y Y 是满足如下条件的投影算子:

  ImP = KerL , KerQ = ImL , X = KerL © KerP, Y = ImL © ImQ1 
由此可得:

  L | domL HKerP : domL H KerP y ImL

可逆,用 KP 表示它的逆1 
设 8 是X 的有界开子集, domL H �8 X ª , N 是X y Y的映射,如果 QN( �8 ) 有界且 KP( I

- Q)N: �8 y X 紧, 称 N 在�8 上是L 紧的1 

定理 1( Mawhin[ 13] )  设 L 是指数为 0的 Fredholm 算子, N 在�8 上是L 紧的1 如果以下条
件成立:

1) 对任意 ( x , K) I [ (domL \ KerL ) H 5 8] @ (0, 1) ,有 Lx X KNx ;

2) 对任意 x I KerL H 5 8 , Nx /I ImL,

3) deg(QN | KerL , 8 H KerL , 0) X 01 
则方程 Lx = Nx 在 domL H �8 中至少有一个解1 

2  主 要结 果

设 X = C
2n- 1

[ 0, 1] , 范数为 +x + = max +x + ] , +xc+ ] , ,, +x
(2n- 1) + ] , 其中

+x + ] = max
t I [0, 1]

| x ( t ) | , Y = L
1
[ 0, 1] 范数为 +# +11 

设 Lx = x
( 2n)

( t ) 是 domL y Y 的线性算子,其中domL = x | x
(2n- 1)

( t ) 在[ 0, 1] 上绝对

连续, x
(2i )

(0) = x
(2i+ 1)

(1) = 0, i = 1, 2, ,, n - 1; xc(1) = 0, x (1) = 6
m- 2

i= 1
Aix ( Ni ) 1 

另外假设

  Nx( t ) = f ( t , x ( t ) , xc( t ) , ,, x
(2n- 1)

( t ) ) ,   t I (0, 1)

是N : X y Y的算子 1 则 x ( t ) I domL 是边值问题(1) 和(2) 的解的充要条件为 x ( t ) 是 Lx

= Nx 的解1 

对 x ( t ) , y ( t ) I Y,当且仅当 x ( t ) =
a. e.

y ( t ) 时, 定义 x ( t ) = y ( t ) 1 
为方便起见,做出如下定义:

  G( y ) = Q
1

0Q
1

s
2n- 1
Q

s
2n- 2

0
,Q

s
2

0Q
1

s
1

y ( r )drds1 ,ds2n- 1,   y I L
1
[ 0, 1] 1 

  H ( y ) = 6
m- 2

i= 1
AiQ

N
i

0Q
1

s
2n- 1
Q

s
2n- 2

0
,Q

s
2

0Q
1

s
1

y ( r )drds1 ,ds2n- 1,   y I L
1
[ 0, 1] 1 

定理 2  设 f : [ 0, 1] @ R
2n y R把有界集映为有界集, 且对任意 x ( t ) I domL 有f ( t , x ( t ) ,

xc( t ) , ,, x
(2n- 1)

( t ) ) I L
1
[ 0, 1] 1 如果下列条件成立:

(H1) 6
m- 2

i= 1
Ai = 1, $:= G (1) - H (1) > 0;

(H2) 存在常数 M > 0使得对任意 x I domL \ KerL 且 min
t I [0, 1]

| x ( t ) | > M 有
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  G(Nx ) X H (Nx ) ;

(H3) f ( t , x 1, x 2, ,, x 2n ) 满足

1) 存在函数 a1( t ) , a2( t ) , ,, a2n( t ) , b( t ) , r ( t ) I L
1
[ 0, 1] 以及常数 H I [ 0, 1] 使得

  | f ( t , x 1, x2, ,, x 2n ) | [ 6
2n

i= 1

a i ( t ) | xi | + b( t ) | xk |
H
+ r ( t ) ,

其中 1 [ k [ 2n, 6
2 n

i= 1

+Ai +1 < 11 

或者

2) | f ( t , x1, x 2, ,, x 2n ) | [ 6
2 n

i= 1
g i ( t , x i ( t ) ) + r ( t ) ,

其中 gi ( t , x ) 把有界集映为有界集,且对任意 x ( t ) I C [ 0, 1] ,有 g i ( t , x i ( t ) ) I L
1
[ 0, 1] 以及

  l im
| x | y ]

sup
t I [ 0, 1]

gi ( t , x )

| x |
= ri ,   ri I [ 0, 1) , i = 1, 2, ,, 2n; 6

2n

i= 1
ri < 11 

(H4) 存在常数 M
*

> 0使得当 | c | > M
* 时

  c[ G(Nc) - H (Nc) ] > 0,

或者

  c[ G(Nc) - H (Nc) ] < 01 
则边值问题( 1)和( 2)至少有 1个解1 

为了得到这一结果, 我们首先给出几个引理1 
引理 1  如果(H1)成立,则

(A1) L : domL < X y Y 是指数为 0的 Fredholm算子, 且线性算子 Q: Y y Y 可定义为

  Qy =
1
$[ G ( y ) - H ( y ) ] 1 

(A2) L : domL H KerP y ImL 的逆KP 为:

  KPy = (- 1) nQ
t

0Q
1

s
2n- 1
Q

s
2n- 2

0
,Q

s
2

0Q
1

s
1

y ( r )drds1 ,ds 2n- 11 

(A3) 设 8 是X 的有界开子集,且 domL H �8 X ª ,则 N 在�8 上是L 紧的1 
证明  ( A1)易知

  KerL = x I domL | x = c, c I R 1 
下面我们证明

  ImL = y I Y | G ( y ) = H ( y ) 1 
为此,只需证明 x ( t ) 是方程

  x
( 2n)

( t ) = y ( t ) ,   x I domL, y I Y ( 3)

解的充要条件是 y 满足:

  G( y ) = H ( y )1 ( 4)

事实上,如果 x ( t ) 是方程( 3)的解,由(H1)及边值条件( 2)易得 y 满足( 4)式1 另一方面,

如果 y 满足( 4)式,令

  x ( t ) = (- 1) nQ
t

0Q
1

s
2n- 1
Q

s
2n- 2

0
,Q

s
2

0Q
1

s
1

y ( r )drds1 ,ds2n- 1+ c,

其中 c 为任意常数,则 x ( t ) 满足( 3)式1 
我们证明 ImL 是 Y 的闭子集1 
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对 yn I ImL < Y, yn y y I Y,

  | G( y ) - H ( y ) | = | G ( y - yn ) - H ( y - y n) | [

    G ( | ( y - yn) | ) + H ( | ( y - yn) | ) [

    1 + 6
m- 2

i= 1
Ai +y - yn +1 y 0,   n y ] 1 

因此 y ( t ) I ImL , 即 ImL 是闭的1 
对 y I Y,取投影算子 Q B Y y Y 为

  Qy =
1
$[ G ( y ) - H ( y ) ] 1 

显然 Qy I R 1 设 y 1 = y- Qy ,则 Qy 1= 0,因此 y1 I ImL 1 另外 ImL H R = 0 1 所以我

们有 Y = ImL © ImQ, 从而

  dim KerL = dimR = co dim ImL = 11 

故 L 是指数为 0的 Fredholm 算子1 
(A2) 定义 P BX y X 为

  Px = x (0) ,   x I X ,

则K P: ImL y domL H KerP 可定义为

  KPy = (- 1) nQ
t

0Q
1

s
2n- 1
Q

s
2n- 2

0
,Q

s
2

0Q
1

s
1

y ( r )drds1 ,ds 2n- 11 

事实上,设 y I ImL , 我们有

  ( LKP ) y = (KPy )
(2n)

= y1 

另一方面, 如果 x ( t ) = domL H KerP , 则

  ( KPL ) x = KP x
(2n)

= (- 1)
nQ

t

0Q
1

s
2n- 1
Q

s
2n- 2

0
,Q

s
2

0Q
1

s
1

x
( 2n)

( r )drds1 ,ds2n- 1 = x ( t ) 1 

因此, KP 是L : domL H KerP y ImL 的逆1 
(A3) 由 f 把有界集映为有界集,易知 QN ( �8 ) 有界 1 由Arzela-Ascol i定理,可知 KP ( I -

Q)N : �8 y X 是紧的,因此 N 在�8 上是L 紧的1 

引理 2  如果(H2)、( H3)的 1)成立或(H2)、( H3)的 2)成立,则集合

  81 = x I domL \ KerL | 存在 K I (0, 1) 使 Lx = KNx

有界1 

证明  由 x
( 2i )

(0) = 0, i = 1, 2, ,, n - 1, 可得

  x
( 2i)

( t ) = Q
t

0
x

( 2i+ 1)
( s )ds1 

因此

  +x
(2i ) + ] [ +x

(2i+ 1) +1 [ +x
( 2i+ 1) + ] ,   i = 1, 2, ,, n - 11 ( 5)

由 x
(2i+ 1)

(1) = 0, i = 0, 1, 2, ,, n - 1, 可得

  x
( 2i+ 1)

( t ) = - Q
1

t
x

(2i+ 2)
( s)ds ,   i = 0, 1, 2, ,, n - 11 

因此

  +x
(2i+ 1) + ] [ +x

( 2i+ 2) +1 [ +x
(2i+ 2) + ] ,   i = 0, 1, 2, ,, n - 21 ( 6)

  +x
(2n- 1) + ] [ +x

(2n) +11 ( 7)

由( 5)式至( 7)式,得
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  +x
( i ) + ] [ +x

(2n) +1,   i = 1, 2, ,, 2n - 11 ( 8)

由 Lx = KNx ,我们有 Nx I ImL , 因此

  G(Nx ) = H (Nx ) 1 

由(H2)知存在 t 0 I [ 0, 1] 使 | x ( t 0) | [ M1 又由 x ( t ) = x ( t 0) + Q
t

t
0

xc( t )dt 得

  +x + ] [ M + +xc+1 [ M + +xc+ ] [ M + +x
(2n) +11 ( 9)

假设(H3)的 1)成立,则

  +x
(2n) +1 [ Q

1

0
| f ( t , x ( t ) , xc( t ) , ,, x

(2n- 1)
( t ) ) | dt [

    6
2n

i= 1
+ ai +1 +x

( i- 1) + ] + +b +1# +x
(k- 1) +H

] + +r +1 [

    6
2n

i= 1
+ ai +1 +x

(2n) +1+ +b +1# +x
(2n) +H

1 + c11 

因此

  +x
(2n) +1 [

+ b +1

1- 6
2 n

i= 1
+ai +1

+x
(2n) +H

1 + c1,

其中

  c =
+a1 +1M + +r +1,        k X 1,

+a1 +1M + +b +1M
H
+ +r +1,   k = 1,

 c1 =
c

1 - 6
2n

i= 1
+a i +1

1 

所以,存在常数 M0 > 0使得 +x
(2n) +1 [ M01 由(8) 式和(9) 式我们得到 81 有界1 

如果(H3)的 2)成立,则对满足 6
2n

i= 1
( ri + E) < 1的 E> 0, 存在常数 D> 0和 M1 > 0使

得当 | x | > D时有 sup
t I [ 0, 1]

g i ( t , x ) [ ( ri + E) | x | , i = 1, 2, ,, 2n;当 | x | [ D时有 sup
t I [ 0, 1]

gi ( t ,

x ) [ M1, i = 1, 2, ,, 2n1 因此

  +x
(2n) +1 [ Q

1

0
| f ( t , x ( t ) , xc( t ) , ,, x

(2n- 1)
( t ) ) | dt [

    6
2n

i= 1Q
1

0
g i ( t , x

( i- 1)
( t ) )dt + +r +1 [

    6
2n

i= 1
Q$i

1

gi ( t , x
( i- 1)

( t ) )dt + Q$i
2

g i ( t , x
( i- 1)

( t ) )dt + +r +1,

其中 $i1 = t | | x
( i- 1)

( t ) | > D , $i2 = [ 0, 1] \ $i 11 
考虑到( 8)式和( 9)式,我们有

  +x
(2n) +1 [ 6

2n

i= 1

( ri + E)Q$i
1

| x
( i- 1)

( t ) | dt + M1 + +r +1 [

    6
2n

i= 1
( ri + E) +x

( i- 1) +1+ 2nM1 + +r +1 [

    6
2n

i= 1
( ri + E) +x

(2n) +1+ ( r1 + E) M + 2nM 1+ +r +11 

因此
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  +x
(2n) +1 [

( r1+ E)M + 2nM1 + +r +1

1 - 6
2n

i= 1

( r 1+ E)
1 

由( 8)式和( 9)式,我们得到 8 有界1 
引理 3  若( H4)成立,则集合 82 = x I KerL | Nx I ImL 有界1 
证明  设 x I 82,则有 x = c 且Nc I ImL 1 由此可得
  G(Nc) = H (Nc) 1 

由(H4)我们有 | c | [ M
*

,即 82有界1 
引理 4  如果( H4)第 1部分成立且 $ > 0; 或者(H4) 第 2部分成立且 $ < 0,则集合 83 =

x I KerL | KJx + (1- K) QNx = 0, K I [ 0, 1] 有界1 
如果(H4)第 1 部分成立且 $ < 0; 或者(H4) 第 2 部分成立且 $ > 0, 则集合 8 3 =

x I KerL | - KJx + (1- K)QNx = 0, K I [ 0, 1] 有界,其中

  J :KerL y ImQ, Jc = c, Pc I R 1 
证明  设( H4)第 1部分成立且 $ > 0, 并设 x = c I KerL , KJx + (1- K)QNx = 0, 则

  Kc = -
1 - K
$

[ G (Nc) - H (Nc) ] 1 ( 10)

若 K= 0,由(H4) 可知 | c | [ M
* 1 若 K= 1,则 c = 01 对 K I (0, 1) ,如果 | c | > M

*
, 由

上式和(H4)的第 1部分我们有

  Kc2 = - c
1 - K
$

[ G (Nc) - H ( Nc) ] < 0

矛盾1 所以 | c | [ M
*

, 此即 83有界1 
在其他几个条件下类似可证 8 3有界1 

定理 2的证明  设 8是以X 的零元为中心的有界开球,且 G 3
i= 1 8 i < 8 1 由引理 1, L 是

指数为0的 Fredhold算子, N 在�8 上是L 紧的 1 由引理 2,引理3及 81 G 82 < 8,我们有 Lx

X KNx , x I (domL \ KerL ) H 5 8, K I (0, 1) 和 Nx /I ImL , x I KerL H 5 8 1 

设H ( x , K) = ? KJx + (1- K) QNx 1 由引理 4和8 3 < 8 ,可知 H ( x , K) X 0, x I 5 8 H

KerL , K I [ 0, 1] , 由同伦不变性可得:

  deg( QN | KerL , 8 H KerL , 0) = deg(H ( #, 0) , 8 H KerL , 0) =

    deg(H (#, 1) , 8 H KerL , 0) = deg( J , 8 H KerL , 0) X 01 
由定理1可知, Lx = Nx 在 domL H �8 上至少有一个解, 此即为( 1)式和( 2)式的解1 

3  例   子

例  考虑下面边值问题:

  x
( 4)

( t ) = (5 - t)
2
x
1/ 3

( t ) + t
2
U
1/ 5
2 ( xc( t ) ) + t

3
U
1/ 7
3 ( xd( t ) ) +

    t
4
U
1/ 9
4 ( x Ê( t ) ) - 4t

2
,   t I (0, 1) , ( 11)

  xc(1) = xd(0) = x Ê (1) = 0, x (1) = x (1/ 2) , ( 12)

其中

  Ui ( x ) =
x ,   | x | [ 8,

0,   | x | > 8,
i = 1, 2, 31 

相应于边值问题( 1)和( 2)有:
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  f ( t , x1, x 2, x 3, x 4) = (5- t)
2
x
1/ 3
1 + t

2U1/ 5
2 ( x 2) + t

3U1/ 7
3 ( x 3) + t

4 U1/ 9
4 ( x 4) - 4t

2
,

  n = 2, m = 3, A1 = 1, $ = 23/ 384 X 0,

因此(H1)成立1 令 M = M
*

= 8, 则有

  Q
1

1/ 2Q
1

s
3
Q

s
2

0Q
1

s
1

f ( r , x ( r ) , xc( r ) , xd( r ) , xÊ ( r ) )drds1d s2d s3 X 0,

  | x ( t ) | > M , t I [ 0, 1]

和

  c#Q
1

1/ 2Q
1

s
3
Q

s
2

0Q
1

s
1

f ( r , c , 0, 0, 0)drds1ds2ds3 > 0,   | c | > M
* 1 

因此(H2)、(H4)成立1 

取

  g1( t , x 1) = (5- t)
2
| x 1 |

1/ 3
, g2( t , x 2) = t

2
| x 2 |

1/ 5
,

  g3( t , x 3) = t
3

| x 3 |
1/ 7

, g4( t , x 4) = t
4

| x 4 |
1/ 9

, r ( t ) = 4t
2
,

则有

  | f ( t , x 1, x2, x 3, x 4) | [ 6
4

i= 1
g i ( t , x i ) + r( t ) , lim

| x| y ]
sup

t I [ 0, 1]

g i ( t , x )

| x |
= 01 

因此, (H3)的 2)成立1 
由定理2可得问题( 11)和问题( 12)至少有一个解1 
此例进一步验证了定理 2的结论1 

[参  考  文  献]

[1]  Feng W, Webb J R L. Solvability of m-point boundary value problems with nonlinear growth[ J] . J

Math Anal Appl , 1997, 212(2) : 467-480.

[2]  Feng W, Webb J R L. Solvability of three- point boundary value problems at resonance[ J] . Nonlinear

Anal Theor y Meth Appl , 1997, 30(6): 3227-3238.

[3]  Liu B. Solvability of mult-i point boundary value problem at resonance ( Ò )[ J] . Appl Ma th Com put ,

2003, 136( 2/ 3): 353-377.

[4]  Gupta C P. Solvability of mult-i point boundary value problem at resonance[ J] . Results Math , 1995,

28(1) : 270-276.

[5]  Gupta C P. A second order m- point boundary value problem at resonance[ J] . Nonlinear Anal The-

ory Meth Appl , 1995, 24(10) : 1483-1489.

[6]  Gupta C P. Existence theorems for a second order m-point boundary value problem at resonance

[J] . Int J Ma th Sci , 1995, 18( 2): 705-710.

[7]  Prezeradzki B, Stanczy R. Solvability of a mult-i point boundary value problem at resonance[ J] . J

Math Anal Appl , 2001, 264(2) : 253-261.

[8]  Ma R Y. Multiplicity results for a third order boundary value problem at resonance[ J] . Nonlinear

Ana l Theory Meth Appl , 1998, 32( 4): 493-499.

[9]  Gupta C P. On a third-order boundary value problem at resonance[ J] . Differ ential Int egr al Equa-

tion s , 1989, 2(1): 1-12.

[10]  Nagle R K, Pothoven K L. On a third-order nonlinear boundary value problem at resonance[ J] . J

Math Anal Appl , 1995, 195(1) : 148-159.

[11]  Lu S, Ge W. On the existence of m-point boundary value problem at resonance for higher order dif-

1093具有共振的 2n 阶m 点边值问题的可解性



ferential equation[ J] . J Math Anal Appl , 2003, 287(2) : 522-539.

[12]  Liu Y, Ge W. Solvability of nonlocal boundary value problems for ordinary differential equations of

higher order[ J] . Nonlin ea r Anal , 2004, 57(3) : 435-458.

[13]  Mawhin J. Topological degree methods in nonlinear boundary value problems[ A] . In: NSF-CBMS Re-

gion al Conf er en ce Ser ies in Mathem atics [ C] . Vol 40. Providence: American Mathematical Society,

RI, 1979.
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Abstract: The higher order multiple point boundary value problem at resonance is studied. Firstly, a

Fredholm operator L with index zero and a projector operator P are defined in the subset of X and in

X , respectively, such that L is invertible in the intersection of the domain of L and the kernel of P ,

where X is the space of functions whose (2n - 1) th order derivatives are continuous. Secondly, a

projector operator Q is defined in the Lebesgue integrable functions. space Y such that the compos-i

tion of the inverse operator of L , I-Q and the nonlinear term f is compact, where I is the identity

mapping in Y . Finally, imposing growth conditions on f , the existence of at least one solution for the

2n- order m-point boundary value problem at resonance is obtained by using coincidence degree theo-

ry of Mawhin. An example is given to demonstrate the result. The interest is that the nonlinear term f

may be noncontinuous.

Key words: resonance; Fredholm operator; mult-i pointboundary value problem; coincidence degree

theory
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