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一类高次自催化耦合反应扩散
系统的分歧和斑图
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(李继彬推荐)

摘要 :  考虑了一类由于自催化剂的耦合而发生的反应扩散系统的空间结构1 利用线性化理论讨

论了平衡态解的稳定性并且证明了在非耦合系统中空间非一致解出现分歧的必要条件1 进一步,

利用弱非线性理论讨论了分歧点并且给出了弱耦合系统的图灵分歧解的振幅方程及其性质1 
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引   言

一般来讲, 化学反应中的动力学问题绝大多数是非线性的, 但是在系统临近热力学平衡态

时,系统的动力学行为可以近似的用线性非平衡热力学来研究1 在系统远离热力学平衡态时,

在一些情况下, 非线性效应变成系统动力学行为的主导因素1 这种非线性行为与系统的线性
扩散行为耦合, 可以使系统自发的产生各种有序或无序的斑图1 

一般来说, 所有的热力学振荡反应都是自催化的1 自催化不仅出现在 Belousov-zhabotinskii

反应中而且在碘-砷酸反应中也会常出现1 大部分动力系统都包括自催化步骤(或与初始步骤

相关的自催化过程) 1 这些反应过程需要给出一些符合逻辑的较简单的过程1 本文中,我们检

验如下的情况: 自催化剂的扩散系数超越反应物,简单的限制在一维系统中, 我们考虑反应物

和自催化剂会有明显的不同1 以前的许多文章都倾向于考虑自催化剂的浓度有两种形式: 2

次催化剂, r 为反应比例

  A + B y 2B, r = k qab

或3次催化剂

  A + 2B y 3B, r = kc ab
21 

在许多文章中, 我们已经看到由于化学耦合反应而出现的斑图现象1 Wollkind和 Stephen-

son[ 1]考虑了一类发生在无搅拌的反应器内的关于氯碘酸的反应, 在一个开放的持续的反应器

内,此类反应将出现斑图1 Hill和Merkin[ 2]考虑了 3次自催化反应的斑图,对于不同的物种 A

和B 关于他们的基于 3次催化剂的两细胞化学振荡被分析1 两细胞的耦合导致了比单细胞更
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复杂的时空行为的出现1 Hill等[ 3]给出了发生在密闭容器内的基于 3次自催化 A + 2B y 3B ,

B y C, 的反应扩散系统的斑图1 在文献[ 4]中,出现在通过反应物的耦合而发生在两细胞中

的反应扩散系统的空间结构被讨论1 在文献[ 5]中,通过半渗透细胞膜的线性扩散而发生的耦

合反应的反应扩散传播波被考虑1 文献[ 6]中,反馈自催化系统的传播波被讨论1 文献[ 7]中,

由于自催化剂的耦合而产生的反应扩散传播波被考虑, 且研究了自催化剂与其它反应物浓度

相比的局部变化的初值问题1 文献[ 8]中,发生在包括自催化步骤的连续无激活反应器中的一

类简单的反应扩散系统的斑图被讨论1 文献[ 9]中,作者考虑一类基于催化剂以及包括两个电

离子和两个非电离子的两步化学反应, 当有电场作用时二阶反应被考虑1 文献[ 10]中,考虑受

电场影响的自催化反应1 
在本文中我们希望考虑一个更一般的方法处理高次自催化剂的反应扩散系统

  P y A   ( r = k 0p ) , ( 1)

  mA + nB y ( m + n) B   ( r = k 1a
m
b

n
) , ( 2)

  B y C   r = k2 b) 1 ( 3)

文献[ 11]中,作者就考虑了基于热力学自催化系统 A + mB y ( m + 1) B , r = kab
m的反应扩散

波的传播 1 文献[ 12] 中, 二维空间的耦合反应扩散系统的斑图被考虑 1 这些方程是一类热
力学化学自催化模型,自催化剂和反应物的阶数是 m和n,且1 < n < m1 我们因此类似的考
虑反应物和自催化剂在整个反应过程中不仅有一个分子数 1 一般来说这将出现在初始反应
中,例如碘砷酸反应中会产生一些碘离子1 简单的我们用 m阶和n 阶幂表示反应物和催化剂

在反应过程中的重要性1 这个反应的比例依靠系统中反应物温度的增加给出, 如下表示:

  A + T y T + $T , r = kae<$T
,

其中 <= E / ( RT
2
ref) 而T ref是某一个适合的温度参考值1 我们假设反应发生在封闭系统中反

应物 A 由慢退化过程( 1) 中的先引物 P 补充,其中 p 是浓度, k0 是比例常数 1 我们假设反应
的第一步速度较慢而使得 A 的反应速度通过( 1) 式可以给出是常数, 我们用无量纲参数 L, L

> 0来表示1 
在本文中考虑这类反应发生在两个同卵双生细胞中,这里考虑细胞是相当薄的,以至于扩

散可以通过细胞在瞬间发生, 这里给出的两个半渗透细胞膜是恒等区域,这种半细胞膜仅容许

自催化剂 B 通过,我们的反应就发生在这种细胞中1 这类模型在文献[ 2]中出现但现在是高

次自催化剂,即

  

5 u1

5 t
= K

52
u1

5x
2 + L- u

m
1 v

n
1,

5v 1

5 t
= KD

52
v1

5 x
2 + u

m
1 v

n
1 - v1 + B( v2 - v1) ,

5 u2

5 t
= K

52
u2

5x
2 + L- u

m
2 v

n
2,

5v 2

5 t
= KD

52
v2

5 x
2 + u

m
2 v

n
2 - v2 + B( v1 - v2) ,

( 4)

其中 1 < m < n; m、n I N , ( u1, v1) 和( u2, v2) 是细胞1和细胞2的无量纲浓度, B是无量纲

耦合参数1 我们假设满足的边界条件如下:

  
5 ui

5x
=

5v i

5x
= 0,   x = 0, 1, ( i = 1, 2) , ( 5)
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我们可以得到这类通过自催化剂的耦合而发生的反应扩散系统有一个唯一的常数平衡态

  u1 = u2 = L*
= L( 1- n)/ m

, v1 = v2 = L  ( L > 0)1 ( 6)

在文中, 我们检验了平衡态( 6)的局部稳定性对扩散的影响1 当 �L> �Lmax
c ( D, K) 时,对于0 < B

< ( n - 1) / 2, 0 < D< ( n - 1)
2
/ ( n - 1) 的值,平衡态( 6) 是稳定的,而 0 < �L < �Lmax

c ( D, K)

平衡态不稳定,其中 �L= L/ L*
= L( m+ n- 1) / m分歧参数,表示自催化剂和反应物的初始浓度之

比,选取该比例值作为分歧参数是重要的 1 我们发现对于不同的 m , n 该比例值不同, 将会影

响参数 B、D的范围和斑图态分歧解的振幅1 

对于不稳定平衡态, 我们用扰动法中的弱非线性理论进行讨论, 当0 < �L < �Lmax
c 时, 将出

现一系列的分歧 1 因此给出一个 �L的临界值(即�L
*

)1 当 �L*
< �L< �L

max
c 时,出现(Hopf) 分

歧,可能产生时空态的周期解,而0 < �L< �L* 时, 出现( Turing)分歧, 可能产生与时间无关的空

间态周期解(斑图态解) 1 我们主要考虑斑图态解, 该解的稳定性由 Landau常数 G 给出, 如果

G > 0, 分歧解是稳定的, 否则不稳定1 最后, 分别讨论了在耦合和非耦合系统中斑图解的稳

定性1 

1  线性化理论

这节, 考虑扩散对平衡态( 6)的影响,即当平衡态( 6)有小振幅扰动时它的稳定性, 我们假

设 t = 0时初始扰动为

  
u i ( x , 0) = L*

+ E�ui 0( x ) ,

vi ( x , 0) = L+ E�v i0( x ) ,
  0 < x < 1, ( i = 1, 2) , ( 7)

其中 �ui 0和 �v i 0是有界函数, 0 < E n 1是初始小扰动的测量1 
对于 0 < E n 1, 我们寻找方程( 4)的满足初始条件( 5)和初始条件( 7)的如下形式的解

  
u i ( x , t ) = L*

+ Eui 0( x , t ) + ,,

vi ( x , t ) = L+ Ev i0( x , t ) + ,,
  ( i = 1, 2) , ( 8)

这里 u i0 和 vi 0是 O( 1) 阶的, (当 Ey 0时) 1 将( 8) 式代入( 4) 式中以 E的幂展开, 在 O( E) 阶

得到主导项 u i0、vi 0满足的方程为:

  

5 u10

5 t
= K

52
u10

5x
2 - m�Lu10 - nv10,

5v 10

5 t
= KD

52
v10

5x
2 + m�Lu10 + ( n - 1) v10 + B( v20 - v10) ,

5 u20

5 t
= K

52
u20

5x
2 - m�Lu20 - nv20,

5v 20

5 t
= KD

52
v20

5x
2 + m�Lu20 + ( n - 1) v10 + B( v10 - v20) ,

  0 < x < 1, t > 0, ( 9)

其中 �L= L/ L*
= L( m+ n- 1) / m是分歧参数 1 进一步将( 8) 式代入( 5) 式和( 7) 式 u i0、vi 0满足

的初始条件和边界条件为:

  
u i0( x , 0) = �u i0( x ) , v i0( x , 0) = �v i0( x ) ,   0 < x < 1, ( i = 1, 2)

5 ui 0

5x
=

5 vi 0

5x
= 0,   x = 0, 1, ( i = 1, 2)1 

( 10)

根据边界条件( 10)的形式,我们讨论方程( 9)的以下形式的解
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u i0( x , t ) = 6
]

r= 0

A ire
Xtcos( rPx )

vi 0( x , t ) = 6
]

r= 0

B ir e
Xtcos( rPx )

  ( i = 1, 2)1 ( 11)

将( 11)式代入( 9)式,我们得到( 11)式有非平凡解的必要条件是对于 A ir、Bir 要求X满足以下条

件

  det(M) = 0,

其中

M =

X+ k
2
r + m�L n 0 0

- m�L X+ Dk
2
r - ( n - 1) + B 0 - B

0 0 X+ k
2
r + m�L n

0 - B - m�L X+ Dk 2
r - ( n - 1) + B

,

而 kr = rP K( r = 0, 1, 2, ,, ] )1 将此必要条件展开得到 X及 kr、�L满足的色散关系

  f ( X) g( X) = 0, ( 12)

其中

  f ( X) = X
2
+ p 1( �L, kr) X+ q 1( �L, kr) , g( X) = X

2
+ p 2(�L, kr ) X+ q2(�L, kr ) ,

且

  p 1( �L, kr ) = ( D+ 1) k
2
r + m�L- n + 1,

  q1( �L, kr ) = Dk
4
r + ( Dm�L- n + 1) k

2
r + m�L,

  p 2( �L, kr ) = ( D+ 1) k
2
r + m�L- n + 1+ 2B,

  q2( �L, kr ) = Dk 4
r + ( Dm�L- n + 1 + 2B) k

2
r + ( 1 + 2B) m�L1 

我们定义 f ( X) = 0是关于非耦合系统影响线性平衡态的方程,而 g( X) = 0是耦合系统

的方程,方程( 12)的根由下式给出

  X?
i =

1
2

(- pi ? p
2
i - 4qi )   ( i = 1, 2)1 ( 13)

根据( 11)式的表达式,我们可以看出, 平衡态( 6)的稳定性是由 X?
1 和 X?

2 在( kr, �L) 平面的第一

象限内的性质决定的 1 我们首先讨论由f ( X) = 0和 g ( X) = 0给出的中性曲线 1 中性曲线

是指在( kr, �L) 平面的第一象限内,满足 X?
i = 0和Re( X?

i ) = 0的曲线1 这些中性曲线是决定
平衡态( 6)是否产生稳定的空间非一致分歧解的必要先验条件1 与在文献[ 3]中讨论相同,中

性曲线是由以下临界条件给出的

  
p

2
i ( kr , �L) - 4qi ( kr, �L) = 0, qi ( kr , �L) = 0

p i ( kr, �L) = 0, qi ( kr , �L) > 0
  ( i = 1, 2) , ( 14)

将 pi、qi 的表达式代入( 14) 式, 我们可以得到中性曲线满足的函数关系式, 我们定义由 f ( X)

= 0得到的相应的中性曲线为 L 1,由 g ( X) = 0得到的相应的中性曲线为 L21 进一步可以得
到 L1 由以下函数关系式给出

  �Lc1( kr) =

1
m

[ n - 1 - ( D+ 1) k
2
r] ,   0 [ kr [ k

*
r ,

1
m

k
2
r( n - 1- Dk2

r)

1 + Dk2
r

,     k
*
r [ kr [ n - 1

D
1 

( 15)
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其中 ( k
*
r , �L*

) 是( kr , �L) 平面内相应于 Re( X?
1 ) = 0和 X+

1 = 0的交点,

  k
*
r =

1

2D2[ ( nD+ 2- n)
2
+ 4n - 4- ( n + 2D- nD) ] ,

  �L*
=

1
m

[ n - 1 - ( D+ 1) k
* 2
2 ] ,

中性曲线 L 1在0 < kr [ k
*
r 内的分支是关于Re( X?

1 ) = 0的曲线,而在 k
*
r [ kr [ ( n - 1) / D

内的分支是关于 X
?
1 = 01 中性曲线 L 1与 kr 轴的交点是 kr = ( n - 1) / D1 如图 11 

图 1  中性曲线 L 1和 L2

   (0 < B< ( n - 1) / 2, 0 < D < ( n - 1 + 2B) 2/ ( n - 1- 2B) )

中性曲线 L 2关于 X?
2 = 0和Re( X?

2 ) = 0的函数关系为:

  �Lc2( kr) =

1
m

[ n - 1 - 2B- ( D+ 1) k
2
r ] ,   0 [ kr [ kr,

1
m

k
2
r( n - 1- 2B- Dk 2

r )

1 + Dk2
r + 2B

,     kr [ kr [ n - 1- 2B
D

,

( 16)

其中 ( kr, �L) 是两分支 Re( X?
2 ) = 0和 X+

2 = 0的交点

  kr =
1

2D2[ ( nD+ 2( 1 + 2B) - n)
2
+ 4n( 1+ 2B) - 4( 1 + 2B)

2
-

    ( n + 2D( 1 + 2B) - nD) ] ,

  �L =
1
m

[ n - 1- 2B- ( D+ 1) k
* 2
r ] ,

可以看到对于中性曲线 L 2仅仅当 0 < B< ( n - 1) / 2时,我们可以讨论此曲线在( kr , �L) 平面

第一象限内的性质,如图 11 并且在这一条件下,我们可以得出 L 2严格的在 L 1曲线的下方 1 

当 0 < B< ( n - 1) / 2, 0 < D< ( n - 1)
2
/ ( n - 1) 时,中性曲线 L 1上方的点都有Re( X

?
i ) <

0或 X
?
i < 0, 而下方的点分以下两种情况:

1) 在中性曲线 L 2上方的点有 Re( X?
i ) < 0但至少有 1个点是Re( X?

i ) > 0;

2) 在中性曲线 L 2下方的点, 至少有1个点是Re( X?
2 ) > 0, Re( X?

1 > 0) 或Re( X?
2 ) > 0及

Re( X?
1 ) > 01 

中性曲线的一个分支将出现 Hopf 分歧可能产生时空态的周期解而另一个分支将出现

Turing 分歧,可能产生与时间无关的空间态周期解1 我们主要讨论空间斑图态解1 对于 �L的

值,平衡态( 6) 的稳定性要求 Re( X
?

( kr , �L) ) < 0或 X
?

( kr , �L) < 0对每一个 r = 0, 1, 2, ,,

] 均成立,从而根据( 15)式推出平衡态( 6)的局部瞬时稳定性的必要条件是:
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  �L > �Lmax
c ( D, K) =

n - 1
m

,   D \ 1,

max
n - 1

m
, �L1, �L2 ,   0 < D< 1,

( 17)

其中

  �L1 =
1
m

k
2
N ( n - 1- Dk

2
N )

1+ Dk 2
N

,

  �L2 =

1
m

k
2
N+ 1( n - 1 - Dk2

N+ 1)

1+ Dk 2
N+ 1

,   N [ n - 1

P DK
- 1,

0,   其他,

  N = Z 1
P

n - 1
DK

,   Z 为整数部分 1 

因此,对每一个 �L> �Lmax
c ( D, K) , ( 8) 式中的主导阶项( ui 0, v i0) 当 t y ] 时,指数衰减1 平

衡态( 6) 对初值的小扰动是局部稳定的 1 而对于 0 < �L< �L
max
c ( D, K) , ( 8) 式中的主导阶项当

t y ] 时,是指数增长的,即平衡态( 6) 对初值的小扰动是局部不稳定的 1 因此, 平衡态的稳

定性条件主要由中性曲线 L1 给出 1 对于这类系统会出现斑图形式的图灵分歧解的一个必要

条件是曲线 X+
1 = 0的最大值应该在曲线Re( X?

1 ) = 0的最大值的上方,因此给出满足的条件

是0 < D< ( n - 1)
2
/ ( n - 1)1 不稳定模型是那些满足 r < ( 1/P) ( n - 1) / ( KD) 的点 1 

当 B> ( n- 1) / 2时,中性曲线L2不存在,出现的仅仅是非耦合系统中的中性曲线,这种情况在

文献[ 2] 中被称为强耦合系统1 对于0 < B< ( n - 1) / 2时的系统被相应的称为弱耦合系统,

在弱耦合系统中 L2 中性曲线上的点不会出现在非耦合系统的中性曲线上,此曲线上的所有 �L

的值在L1 曲线上的 �L取到最大值时已经失去了稳定性,此时平衡态( 6)是不稳定的1 这些模
型中的非一致平衡态的分歧至少是局部不稳定的,因此弱耦合系统中的解不会出现在非耦合

系统中1 

2  弱非线性理论

这节,利用扰动法中的弱非线性理论讨论在出现图灵不稳定性的分歧点处讨论分歧解的

性质,此时设参数满足条件 0 < D< ( n - 1)
2
) / ( n - 1) ,且 0 < B< ( n - 1) / 2相应的分歧

参数 �Lb 的值为:

  �Lb =
1
m

k
2
b( n - 1- Dk 2

b )

1 + Dk
2
b

, ( 18)

或

  �Lb =
1
m

k
2
b( n - 1- 2B- Dk 2

b)

1 + 2B+ Dk
2
b

, ( 19)

两种情况下波数均为 kb = bP K, b = 1, 2, ,, N , N = Z( 1/P) ( n - 1) / ( DK) , 进一步,我

们引入分歧参数的小扰动 �L= �Lb + E2/ C,其中 �Lb由( 18) 式或( 19) 式给出, C是常数, 0 < E

< < 1是扰动的测量参数, 这里考虑慢时间变量为 S = E2
t , 相应的关于时间的导数为:

  5
5 t

=
5
5 t

+ E2
5
5S1 ( 20)

此时,我们寻找系统( 4)和系统( 5)如下形式的渐进展开解
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u1( x , t , S) = L
*

+ a1( x , t , S) E+ a2( x , t , S) E
2

+ a3( x , t , S) E
3
+ ,,

v1( x , t , S) = L+ b 1( x , t , S) E+ b2( x , t , S) E2
+ b3( x , t , S) E3

+ ,,

u2( x , t , S) = L*
+ c1( x , t , S) E+ c2( x , t , S) E2

+ c3( x , t , S) E3 + ,,

v2( x , t , S) = L+ d1( x , t , S) E+ d2( x , t , S) E2
+ d 3( x , t , S) E3 + ,,

( 21)

将( 21)式代入( 4)式和( 5)式,我们可以得到在 E的各阶满足的方程

  

Lb( a1, b1, c1, d1)
T

= ( 0, 0, 0, 0)
T
,

Lb( a2, b2, c2, d2)
T

= f 1( a1, b1, c1, d 1) ,

Lb( a3, b3, c3, d3)
T

= f 2( a1, b1, c1, d 1, a2, b2, c2, d 2) 1 

( 22)

相应的边界条件为:

  
5 ai

5x
=

5 bi

5x
=

5 ci

5x
=

5 di

5x
= 0   ( x = 0, 1) , ( i = 1, 2, 3) 1 

算子矩阵 Lb定义为

Lb =

K
d2

dx
2 - m�Lb - n 0 0

m�Lb KD
d2

dx
2 + ( n - 1) - B 0 B

0 0 K d
2

dx
2 - m�Lb - n

0 B m�Lb KD
d2

dx
2 + ( n - 1) - B

1 

方程( 22)是在线性化理论中得到的方程,不失一般性可以给出其解为:

  ( a1, b1, c1, d1)
T

= A ( S) ( q 1, q2, q3, q4)
Tcos( bPx ) , ( 23)

其中 b = 1, 2, ,, N 中某一值, q 1/ q 2 = q3/ q 4 = (- n) / ( k
2
b + m�Lb)1 

在 O( E2
) 阶,我们得到一个线性非齐次问题, 方程与前一个类型相同但现在出现了二次

强迫项,导致了主导阶项出现非线性项的相互制约 1 我们仅考虑系统的解当 t y ] 时的极

限,计算后得到

  

a2

b2

c2

d2

= -
A

2

2m�Lb

D1

0

D2

0

+ A
2

<1

<2

<3

<4

cos( 2bPx )1 

其中   D1 =
1
2
�L- m / ( m+ n- 1)

b q
2
2 n( n - 1) + 2mn�Lb

q 1

q 2
+ m( m - 1) �L2

b
q1

q2

2

,

D2的表达式与 D1相似,只是将 q1、q2 用 q3、q4 代替,振幅 A 是慢变时间 S的函数,其中

  

<1

<2

<3

<4

=
1

2( N
2
- A

2
B

2
)

D1

R 1

R 2

R 3

R 4

+ D2

R3

R4

R1

R2

,

  N= HA- mn�Lb, A= 4k
2
b + m�Lb, H= n - 1- B- 4Dk

2
b ,

  R 1 = AB
2
+ nN- NH, R2 = N( m�Lb- A) , R 3 = - nB( A- m�Lb) , R 4 = BA( A- m�Lb) 1 
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在 O( E3
) 阶,我们再一次得到一个非齐次问题,线性项的部分相同

  Lb

a3

b3

c3

d3

=

-
5 a1

5S

-
5 b1

5S

-
5c1

5S

-
5d 1

5S

+

m
C

a1 + P

-
m
C

a1 + P

m
Cc1 + Q

-
m
C

c1 + Q

, ( 24)

其中 P = P (�Lb, a1, a2, b1, b2) , Q = Q( �Lb, c1, c2, d 1, d2) , 右端的强迫项出现非线性的制约,

我们同样考虑 t y ] 时,系统的解的性质,发现有奇异项的出现1 因此利用多重尺度法, 对方

程( 24)利用Fredholm可解条件,我们得到主导阶项的振幅 A 满足的方程

  dA
dS = - EA

m
C+ GA

2
, ( 25)

其中 E 是正常数, G 是Landau常数,为了化简 G,我们需要 q 1/ q2的值 1 考虑两种情况,分歧

点在曲线 L 1和曲线 L 2上 1 当分歧点在曲线 L1 上时,有

  
q 1

q 2
=

n - 1- Dk
2
b

- m�Lb
, �Lb =

k
2
b( n - 1- Dk

2
b)

m( 1+ Dk 2
b)

1 ( 26)

当分歧点在曲线 L2 上时得到

  
q 1

q 2
=

n - 1- 2B- Dk2
b

- m�Lb
, �Lb =

k
2
b( n - 1 - 2B- Dk2

b)

m( 1 + 2B+ Dk2
b)

1 ( 27)

经过计算后,我们得到Laudan常数 G 的函数关系 1 进一步,由振幅方程得到振幅 A( S) 的平

衡态为:

  A
2
s =

- m
CG

,   S y ] 1 

对于给定的 m、n,可以详细给出Landau常数 G 的符号 1 如果 G > 0我们令 C= - 1,此时局

部斑图态分歧出现在 �L < �Lb内 1 考虑方程( 26) 说明解是稳定的 1 如果 G < 0我们令 C=

1此时斑图分歧出现在 �L> �Lb内但解是不稳定的1 对于给定的初始条件,不失一般性我们得

到两种情况下的斑图态分歧解为, 当 �L < �Lb, G > 0时

  

u1( x , t ) = �L(1- n) / ( m+ n- 1) ? �Lb - �L
m
G

1/ 2

q 1cos( bPx ) + O( E2
) ,

v1( x , t ) = �L
m/ ( m+ n- 1) ? �Lb - �L

m
G

1/ 2

q2cos( bPx ) + O( E
2
) ,

u2( x , t ) = �L(1- n) / ( m+ n- 1) ? �Lb - �L
m
G

1/ 2

q 3cos( bPx ) + O( E2
) ,

v2( x , t ) = �Lm/ ( m+ n- 1) ? �Lb - �L
m
G

1/ 2

q4cos( bPx ) + O( E2) ,

当 �L > �Lb, G < 0时
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u1( x , t ) = �L(1- n) / ( m+ n- 1) ? �Lb - �L - m
G

1/ 2

q1cos( bPx ) + O( E2) ,

v1( x , t ) = �Lm/ ( m+ n- 1) ? �Lb - �L
- m

G

1/ 2

q2cos( bPx ) + O( E2
) ,

u2( x , t ) = �L(1- n) / ( m+ n- 1) ? �Lb - �L - m
G

1/ 2

q3cos( bPx ) + O( E2) ,

v2( x , t ) = �Lm/ ( m+ n- 1) ? �Lb - �L
- m

G

1/ 2

q4cos( bPx ) + O( E2
)1 

3  对于 0 < B< < 1时的扰动分析

线性化理论已经证明当 0 < B< ( n - 1) / 2时,仅仅出现耦合态对斑图的影响 1 因此,在

本节我们以 B( 0 < B< < 1) 为扰动参数研究在 �L= �Lb的邻域内解的性质1 首先引入分歧参

数 �L的扰动式

  �L = �Lb + �LB, ( 28)

其中 �L是O( 1) , �Lb由( 18) 式给出, 以 B1/ 2幂作解的展开式,同时引入多重尺度的慢时间变量 S

= Bt , 设解的渐进展开式为:

  

u1( x , t , S) = L
*

+ B
1/ 2

p 1 + Bp 2 + B
3/ 2

p 3 + ,,

v1( x , t , S) = L+ B1/ 2
q1 + Bq2 + B3/ 2

q3 + ,,

u2( x , t , S) = L*
+ B1/ 2

r1 + Br 2 + B3/ 2
r3 + ,,

v2( x , t , S) = L+ B1/ 2
s1 + Bs2 + B3/ 2

s 3 + ,,

( 29)

将以上各式代入( 4)式并且以 B的幂作展开, 得到一系列的方程 1 在 O( B1/ 2
) 阶( p 1, q1) 和

( r 1, s1) 满足同一个方程

  M b

p 1

q1

= 0, Mb =
r 1

s1

= 0, ( 30)

其中算子 M b为

  M b =

K d
2

dx
2 - m�Lb - n

m�Lb KD
d2

dx
2 + ( n - 1)

1 

在 O( B) 阶, ( p 2, q2) 和( r2, s2) 满足同一个方程

  M b

p 2

q2

=
1

- 1
�L- m/ ( m+ n- 1)

b
1
2

n( n - 1) q
2
1 + mn�Lbp 1q 1 +

1
2

m ( m - 1) �L2
bp

2
1 1 

( 31)

( r 2, s2) 满足的方程中, 将( 31) 式中的( p 1, q1) 用( r1, s1) 代替1 

在 O( B
3/ 2

) 阶,耦合第 1次出现, 得到的方程为:

  M b

p 3

q3

=
1

- 1
G1 +

0

q 1 - s 1
+

5p 1

5S
5 q1

5S

( 32)

和
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  M b

r 3

s3

=
1

- 1
G2 +

0

s 1 - q 1
+

5r 1

5S
5 s1

5S

, ( 33)

其中 G 1 = G1( p 1, q1) , G2 = G2( r 1, s1)1 对于给定的初始条件,不失一般性可以得到方程( 30)

的解为:

  
p 1

q1

= A 1( S)
d1

d2

cos( bPx ) ,
r 1

s1

= A 2( S)
d1

d2

cos( bPx ) ,

其中 d 1/ d2 = - ( n - 1- Dk2
b) / ( m�Lb) ,振幅 A 1和 A 2是慢变时间 S的函数1 二阶方程( 31)的解

为:

  
p 2

q2
=

A
2
1D

2$( b)

1+ 4Dk
2
b

- 4k
2
b

cos( 2bPx ) +
A

2
1D

2m�Lb

- 1

0
+ B1( S)

d1

d2
cos( bPx ) ,

  
r2

s2

=
A

2
2D

2$( b)

1+ 4Dk2
b

- 4k
2
b

cos( 2bPx ) +
A

2
2D

2m�Lb

- 1

0
+ B2( S)

d1

d2

cos( bPx ) ,

其中   D =
1
2
�L- m/ ( m+ n- 1)

b d
2
2 n( n - 1) + 2mn�Lb

d1

d2
+ m ( m - 1)�L2

b
d 1

d 2

2

,

  $( b) = 4nk
2
b - ( 4k

2
b + m�Lb) ( 1 + 4Dk2

b)1 

为了得到振幅 A 1 和 A 2满足的方程,对方程( 33)和方程( 34)利用Fredholm可解条件,经过计算

可得

  

dA 1

dS
= - k [ A 1( m�L+ GA

2
1) + R ( A 1 - A 2) ] ,

dA 2

dS
= - k [ A 2( m�L+ GA

2
1) + R ( A 2 - A 1) ] ,

( 34)

其中 k 是正常数, R = ( m�Lb + k
2
b)

2
/ ( nk

2
b) > 0, G 是非耦合系统中的 Landau常数1 为了进一

步讨论渐进解的性质首先给出方程( 34)的平衡态

  A 1s = A 2s = 0, ( 35)

  A 1s = A 2s, A
2
1s =

- m�L
G

, ( 36)

  A 1s = - A 2s, A
2
1s =

- ( m�L+ 2R )
G

, ( 37)

  A
2
1s =

- ( m�L+ R)
G

, A 2s = 0, ( 38)

  A
2
1s =

- ( m�L+ R) ? ( m�L+ R)
2

- 4R
2

2G
, A 2s =

1
GA 1s

1 ( 39)

当 G > 0时, 对于 �L我们现在讨论这些振幅的变化 1 当 �L< 0时,解仅由( 36) 式给出 1 对于
( 37)式的解要求 �L< - 2R/ m , ( 38) 式要求�L< - R/ m1 对于( 39) 式不存在平凡的平衡态解但

当�L< - 3R / m 时,将出现二阶分歧1 在耦合系统和非耦合系统中稳定性的讨论是同样的1 不
论 �Lb是在曲线L 1上还是在曲线L 2上,这个值仅仅影响Laudan常数 G1 对于平衡态的稳定性

可以通过对每一种解计算关于特征值 K的雅可比行列式得到

  K
2

+ [ 2m�L+ 2R + 3G( A
2
1s + A

2
2s ] K+

    ( m�L+ R + 3GA
2
1s) ( m�L+ R + 3GA

2
2s) - R

2
= 0, ( 40)
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将( 35)式至( 39)式代入( 40)式, 可以得到每一个解的稳定性1 当 �L > 0时, 平衡态( 35) 是

稳定的否则不稳定;当�L< 0时(解的存在区域) ,由( 36) 式给出的解是稳定的 1 当�L< - 3R / m

时, ( 37) 式稳定而对于 �L满足- 3R / m < �L< - 2R / m时,它不稳定 1 无论�L取何值, ( 38) 式

都不稳定 1 ( 39) 式是由( 37) 式分出的二阶分歧,是不稳定的 1 因此, 如果 G > 0, 稳定的斑图

态分歧将由( 35)式、( 36)式给出1 

4  对于 B> > 1时的解的性质

本节中对于 B> > 1的情况进行讨论, 这种条件下的系统称为强耦合系统, 因此我们把

1/ B作为扰动参数, 相应的多重尺度变量是长时间变量 T = Bt , 解的渐进展开式为:

  
u i ( x , t , T ) = ui 0( x , t , T ) + B- 1

u i1( x , t , T ) + O( B- 2
) ,

vi ( x , t , T ) = v i0( x , t , T ) + B- 1
v i1( x , t , T ) + O( B- 2

) ,
  ( i = 1, 2) , ( 41)

关于时间的导数被下式代替

  5
5 t

=
5
5 t

+ B
5
5T

1 ( 42)

将( 41)式和( 42)式代入( 4)式得到在 O( B) 阶,主导阶项( u10, u20) 满足的方程为:

  
5 ui0

5T
= 0   ( i = 1, 2)1 

可以得到此时解为:

  ui 0 = A i ( x , t )   ( i = 1, 2) ,

其中 A i ( x , t ) 是满足初边界条件的函数,而在 O( B) 阶,主导阶项( v10, v20) 满足的方程为:

  

5v 10

5T
= v20 - v 10,

5v 20

5T
= v10 - v 201 

( 43)

易得解为:

  
v10 = B1( x , t ) + B2( x , t ) e

- 2T
,

v20 = B1( x , t ) - B2( x , t ) e- 2T
,

( 44)

其中 Bi ( x , t ) ( i = 1, 2) 也是满足初边界条件的函数 1 进一步在 O( 1) 阶,我们得到

  
5Ai

5 t
- K

52
A i

5x
2 - L+ A

m
i B

n
1 = - A

m
i nB

n- 1
1 ( ? B 2e

- 2T
) + O( e- 2T

) -
5u i1

5T
, ( 45)

  

5v 11

5T
+ v11 - v21 = -

5B1

5 t
+ KD

52
B1

5x
2 + A

m
1 B

n
1 - B1 + O( e- 2T

) ,

5v 21

5T
+ v21 - v11 = -

5B1

5 t
+ KD

52
B1

5x
2 + A

m
2 B

n
1 - B1 + O( e- 2T

) ,

( 46)

因为方程( 45)和方程组( 46)将产生形如 O( TB- 1
) 阶的奇异项,所以为了消除奇异项,在方程中

令产生奇异项的项等于 0,我们得到待定函数 Ai ( i = 1, 2) , B1 满足的方程

  

5A i

5t
= K

52
A i

5x
2 + L- A

m
i B

n
1   ( i = 1, 2) ,

5B 1

5 t
= KD

52
B1

5x
2 + ( A

m
1 + A

m
2 ) B

n
1 - 2B 1,

( 47)

我们令 N= A 1 + A 2, G= A 1 - A 2, ( 47)式变为:
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  5G
5t

= K5
2
G

5x
2 - GBn

1p 1,
5N
5t

= K5
2
N

5x
2 + L- NBn

1p 2, ( 48)

其中 p 1G= A
m
1 - A

m
2 , p 2N= A

m
1 + A

m
2 ,对于方程( 48) 两端同乘以 G并且从0到1积分利用边界

条件有

  d
dt Q

1

0
G2dx = - KQ

1

0

5G
5x

2

+ G2
B

n
1p 1 dx , ( 49)

对于适当给定的 m、n可以得到当t y ] 时 G y 0,即 A 2 y A 1, 此时,对于这类强耦合系统,在

每个区域自催化剂的浓度变得相等,都是 O( B
- 1

) 阶,而对于更长的时间变量( O( 1) 阶) , 反应

物的浓度变得相等1 

5  总   结

对于高次自催化耦合反应系统,由以上讨论可以得到平衡( 6)的稳定性主要由非耦合系统

决定,即由中性曲线 L 1给出平衡态稳定的必要条件

  �L > �Lmax
c ( D, K) =

n - 1
m

,   D \ 1,

max
n - 1

m
, �L1, �L2 ,   0 < D< 1,

在曲线 L1 的一个分支上可能产生Hopf分歧,另一个分支上产生Turing 分歧,我们主要给出了

Turing 分歧的讨论,当 Landau常数 G > 0时,分歧出现在 �L> �Lb内, 我们可以得到稳定的图灵

分歧解

  

u1( x , t ) = �L
(1- n) / ( m+ n- 1) ? �Lb - �L

m
G

1/ 2

q 1cos( bPx ) + O( E
2
) ,

v1( x , t ) = �Lm/ ( m+ n- 1) ? �Lb - �L
m
G

1/ 2

q2cos( bPx ) + O( E2) ,

u2( x , t ) = �L
(1- n) / ( m+ n- 1) ? �Lb - �L

m
G

1/ 2

q 3cos( bPx ) + O( E
2
) ,

v2( x , t ) = �Lm/ ( m+ n- 1) ? �Lb - �L
m
G

1/ 2

q4cos( bPx ) + O( E2) ,

当以弱耦合参数 B作为扰动参数时, Turing分歧附近的稳定分歧解为:

  

u1( x , t ) - L*

v1( x , t ) - L

u2( x , t ) - L
*

v2( x , t ) - L

~ B
1/ 2 - m�L

G
[ d1, d2, d3, d4]

L
cos( bPx ) 1 

对于强耦合系统来说,以 1/ B作为扰动参数时,对于给定的 m、n 我们获得,在每个区域自催化

剂的浓度变得相等, 时间尺度是 O( B- 1
) 阶,而反应物的浓度是( O( 1) ) 1 
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Bifurcation and Patterns Formation in a Coupled

Higher Autocatalator Reaction Diffusion System

ZHANG Li,  LIU Sang-yang

( Depar tm ent of Applied Ma them atics , Xidian Un iver sity ,

Xi. an 710071, P . R . China )

Abstract: Spatiotemporal structures arising in two identical cells, which are governed by higher auto-

catalator kinetics and coupled via diffusive interchange of autocatalyst, are discussed. The stability of

the unique homogeneous steady state is obtained by the linearized theory. A necessary condition for

bifurcations to spatially non- uniform solutions in uncoupled and coupled systems is given. Further in-

formation about Turing pattern solutions near bifurcation points is obtained by weakly nonlinear theo-

ry. Finally, the stability of equilibrium points of the amplitude equation is discussed by weakly nonlin-

ear theory, with the bifurcation branches of the weakly coupled system.

Key words: reaction diffusion system; stability; bifurcation; pattern
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