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一类非对称各向同性张量函数

导数的不变表示
X

王志乔,  兑关锁

(北京交通大学 土建学院 工程力学研究所,北京 100044)

(黄筑平推荐)

摘要:  将 Dui和 Chen 于 2004 年提出的求解对称各向同性张量函数导数的方法推广到一类满足

可交换条件的非对称各向同性张量函数情况,此类函数比以往研究的更具一般性1 在有 3 个不同

特征根时,由可交换性引进张量函数相对应的标量函数, 进而求得此类非对称各向同性张量函数

及其导数的不变表示形式1 在 2或 3 重特征根时, 利用求极限的办法给出此类张量函数及其导数

的表示形式1 
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引   言

非对称各向同性张量函数在连续介质力学和计算力学中的重要性,最近几年逐渐受到人

们的重视
[ 1- 3] 1 Balendran和Nema-t Nasser

[ 4]
于 1996 年最早给出非对称各向同性多项式张量函

数及其导数的不变表示形式1 De Souza Neto[ 5]直接计算了非对称张量指数函数的导数1 Itskov

和Aksel[ 6]给出一种根据 Cayley-Hamilton定理得到幂级数表示中系数的递归计算方法; 利用求

极限的方法将此解推广到有重根的情况1 当为无限幂级数时,收敛性的要求限制了许多各向

同性张量函数的定义域1 为了避免这种情况, Itskov[ 7]利用 Dunford-Taylor积分给出了非对称各

向同性张量函数及其导数的封闭表达形式1 进一步, Itskov[ 8]对两种方法在数值计算方面进行

比较1 Lu[ 9]利用标量函数微分的思想给出了张量幂级数及其导数的不变表示形式1 Dui[ 10]将

Dui等
[ 11]
求 Hill应变率的方法应用于求解无重特征根时非对称张量函数的导数1 最近, Wang

和Dui
[ 12]
研究了满足下面可交换条件的一类非对称各向同性张量函数

  F( A) A = AF( A)1 ( 1)

此类张量函数比以往研究
[ 4- 10]
的范围要大很多;通过求解张量方程, 给出了此类张量函数导数
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的不变表示1 
本文通过特征值的恒等关系,引进与文献[ 12]中不同的标量函数 f ( Ki , I 1, I 3) ; 同时给出

求解此类非对称张量函数导数的不变表示的另一种简便的方法,即推广 Dui和 Chen[ 13]的方法

到有 3个不同特征根的非对称情况; 当有重根时,采用求极限的办法给出张量函数及其导数的

表达形式1 首先简单介绍所需的张量知识和非对称张量的谱表示形式;然后给出满足可交换条

件的非对称张量函数的表示理论;在第 3节给出此类非对称张量函数导数的不变表示形式1 

1  张量运算及非对称二阶张量的广义谱分解

令 L为所有二阶张量的集合, 2个二阶张量的双点积定义为

  A : B = tr( AB
T
) = tr( A

T
B) ,   PA, B I L, ( 2)

其中 tr( #)和(#)
T
分别为张量的迹和转置1 张量的并矢积( ª )满足如下关系

[ 14- 15]

  ( A ª B) : C = ( B : C) A,   PA, B, C I L1 ( 3)

Del Piero[ 14]定义另外一种张量积 t@ , 其满足

  ( A t@ B) : C = ACB
T
,   PA , B , C I L1 ( 4)

特殊情况, I t@ I为四阶单位张量,其中 I 为二阶单位张量1 

令 A为非对称二阶张量, Ki和Ni ( i = 1, 2, 3) 分别为 A的特征值和特征向量1 因为 A
T和

A具有相同的特征方程,所以它们具有相同的特征值 1 令 �Ni为与Ki所对应A
T
的特征向量,则

  ANi = KiNi , A
T
�Nj = Kj �Nj , Ni#�Nj = 0,   当 Ki X Kj 1 ( 5)

引进 A的对偶向量 N̂i , 其满足

  N̂i = �Ni / ( Ni#�Ni ) , Ni#N̂j = Dij ,   i , j = 1, 2, 31 ( 6)

当 A的3个特征根不相同时,它们可能均为实数或者1个实数2个复数1 本文只考虑3个

特征根均为实数的情况,有复根的情况可以采用与文献[ 4] 相似的方法求解1 则, A有如下谱

分解形式[ 4]

  A = 6
3

i= 1

KiEi , ( 7)

其中 Ei ( i = 1, 2, 3) 为与 Ki 所对应的特征投影 1 Ei满足如下关系
[ 4]

  Ei = Ni ª N̂i = F
3

j= 1
j X i

A - KjI
Ki - Kj

,   i = 1, 2, 31 ( 8)

当 A有两重特征根时,特征根均为实数 1 不失一般性,假设 K1 X K2 X K31 当 $K= K3

- K2 y 0, 则式( 8)表示为

  

E1 y
A - H - K2 I

K1 - K2
+ o( $K) ,

E2 y-
H
$K

+ ( I - E1) +
H

K2 - K1
+ o( $K) ,

E3 y H
$K

-
H

K2 - K1
+ o($K) ,

( 9)

其中

  H =
1

K2 - K1
[ A

2
- ( K1 + K2) A + K1K2I ] , ( 10)

o($K) 表示满足 o($K) / ($K) y 0即$Ky 0的任意张量函数1 将式( 9)代入到式( 7)中,取极

限得
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  A = K1E1 + K2( I - E1) + H1 ( 11)

当 A的3个特征根都相同时, 即 K1 = K2 = K3 = K,取极限 $K= K2- K1 y 0,式( 9) 中的

E1和式(10) 中的 H 可以写为

  E1 y ( Hc) 2

$K2 -
2Hc
$K

+ I + o($K) , H y ( Hc)2

$K
- Hc+ o( $K) , ( 12)

其中 Hc = A - KI 1 将式( 12)代入式( 11)并取极限,得

  A = KI + Hc1 ( 13)

2  满足可交换条件的非对称张量函数表示理论

本节主要研究满足可交换条件的非对称各向同性张量函数表示理论1 对于一般的实非对
称张量 A, 可交换条件定义了一类张量值函数, 包括张量幂级数、对数张量函数、三角张量函

数等1 由可交换条件可得如下命题:

命题 1  若各向同性张量值函数 F( A) 满足可交换条件(1) ,则张量函数 F( A) 与 A具有

相同的特征向量1 
证明  由可交换性得
  FANi = AFNi , ( FA)

T�Ni = ( AF)
T�Ni1 ( 14)

根据式( 5) , 上式可化为

  A( FNi ) = Ki ( FNi ) , A
T
( F

T�Ni ) = Ki ( F
T�Ni )1 ( 15)

式( 15)表明 FNi 和F
T�Ni 分别为A和A

T 与 Ki 相对应的特征向量 1 因此,存在标量 ti , i = 1,

2, 3, 使得

  FNi = tiNi , F
T�Ni = ti�Ni 1 ( 16)

式( 16)表明 Ni 和�Ni 分别为F和F
T 与 ti 相对应的特征向量1 t

从命题1, 能够得到下面的命题2:

命题 2  若各向同性张量值函数 F( A) 满足可交换条件(1) ,则 F( A) 可表示为

  F( A) = a0I + a1A + a2A
2
, ( 17)

其中 a0、a1和 a2为 A主不变量I 1、I2 和 I 3的函数1 
证明  分以下 3种情况:

1) 若 A的所有特征根不同,根据命题 1, F( A) 可表示为

  F( A) = 6
3

i= 1
ti ( K1, K2, K3) Ei , ( 18)

其中标量函数 ti 并不彼此独立,满足如下关系[ 13] , [ 16-17]

  ti ( K1, K2, K3) = t 1( Ki , Kj , Kk) = t1( Ki , Kk , Kj ) , ( 19)

其中 ( i , j , k) 为(1, 2, 3) 的置换 1 在对称各向同性二阶张量函数理论中标量函数 t 1( Ki , Kj ,

Kk ) 广泛被采用
[ 13] , [ 16-17] 1 将式(8) 入式(18) 中并整理, 我们能够得到这样的结论, 即存在标

量 a0、a1和 a2使得 F( A) 能够表示为式(17) 的形式1 下面将给出 a0、a1和 a2的具体表示形

式1 

利用恒等式[ 13] , [ 16]

  Ki K
2
j + K2

i Kj - I 1Ki Kj + I 3 = 0   ( i X j ) , ( 20)

若 Ki、I 1和 I3 给定,则 Kj 和 Kk 为

  Kj , Kk( Ki , I1, I2) = (1/ 2) ( I 1 - Ki ? K2
i - 2I 1Ki - 4I3K

- 1
i + I

2
1)1 ( 21)

1117一类非对称各向同性张量函数导数的不变表示



将式( 21)代入式( 19) , 从而方便地引进另外一个标量响应函数 f ( Ki , I 1, I 3) 满足

  f ( Ki , I1, I 3) = t 1( Ki , Kj , Kk)1 ( 22)

那么, F( A) 可以表达为

  F( A) = 6
3

i= 1

f ( Ki , I1, I 3) Ei 1 ( 23)

根据式( 7) , 式( 17)和式( 23)得

  a0 + a1Ki + a2K
2
i = f ( Ki , I 1, I 3) ,   i = 1, 2, 31 ( 24)

式( 24)关于 a0、a1 和 a2 的解为
[ 13]

  ai =
u i

( K1 - K2) ( K2 - K3) ( K3 - K1)
,   i = 0, 1, 2, ( 25)

其中

  

u0 = 6
i

f ( Ki , I1, I3) Kj Kk( Kk - Kj ) ,

u1 = 6
i

f ( Ki , I1, I3) ( K
2
j - K

2
k) ,

u2 = 6
i

f ( Ki , I1, I3) ( Kk - Kj ) 1 

( 26)

2) 当 A有两个相同特征根时,不失一般性假设 K1 X K2 = K3,对式(23) 取极限$K= K3 -

K2 y 0, 得

  F( A) = f ( K1, I 1, I 3) E1 + f ( K2, I 1, I 3) ( I - E1) + f
(1)

( K2, I 1, I 3) H , ( 27)

其中 f
( n)

= (5n
f / 5x n

1) ( x 1, x 2, x 3)1 对式(25) 和式( 26) 取极限 $Ky 0,得到有 2个重根时系

数 ai ( i = 0, 1, 2) 的表达式

  

a0 =
K1f ( K2, I1, I 3) - K2f ( K1, I 1, I3)

K1 - K2
+ a2K1K2,

a1 =
f ( K1, I1, I3) - f ( K2, I 1, I 3)

K1 - K2
- a2( K1 + K2) ,

a2 =
f ( K1, I1, I3) - f ( K2, I 1, I 3) - ( K1 - K2)f

(1)
( K2, I 1, I 3)

( K1 - K2)
2 1 

( 28)

3) 当 A有3个特征根相同,即 K1 = K2 = K3 = K时,对式(27) 和式(28) 分别取极限 $K=

K2 - K1 y 0, 得

  F( A) = f ( K, I1, I3) I + f
(1)

( K, I 1, I 3) Hc+ (1/ 2) f (2)
( K, I 1, I 3) Hc ( 29)

和

  

a0 = f ( K, I 1, I 3) - Kf (1)
( K, I 1, I 3) + (1/ 2) K2

f
(2)

( K, I 1, I 3) ,

a1 = f
(1)

( K, I 1, I 3) - Kf (2)
( K, I 1, I 3) ,

a2 = (1/ 2)f
( 2)

( K, I 1, I 3) 1 

( 30)

到此证明了命题 21 t

注记 1 利用另外一个恒等式[13] , [ 16]

  K2
j + Kj Ki + K2

i - I 1( Kj + Ki) + I 2 = 0  ( i X j ) , ( 31)

可得到文献[ 12]中采用的标量响应函数�f ( Ki, I 1, I 2) , 其满足

  �f ( Ki, I 1, I 2) = t1( Ki , Kj ,Kk)1 ( 32)

此时, 文献 [ 12] 中张量函数 F( A) 的表示形式可以通过将式 (23) , 式 (27) 和式 (29) 中的 f ( Ki, I 1, I 3) 和

f ( n) ( Ki, I 1 , I 3 ) 分别用�f ( Ki, I 1, I 2) 和�f
( n ) ( Ki , I 1, I 2) 代替而得到1 同样,通过替换式(25)、式(28) 和式(30) 中

1118 王   志   乔    兑   关   锁



的 f ( Ki , I 1 , I 3 ) 和 f ( n)( Ki , I 1, I 3) , 可以得到表示式(17) 中的 a0、a1 和 a21 

注记 2 实际问题中,只需选择 f ( Ki, I 1, I 2) 或�f ( Ki, I 1, I 2) 中形式简单的并且容易确定的即可1 

3  非对称张量函数的导数

本节, 我们将Dui和 Chen[ 13]于 2004年所提出的求解对称各向同性张量值函数导数的方

法推广到满足可交换条件的非对称各向同性张量函数情况1 
3. 1  3个不同特征根情况

设 ÛA 和ÛF 在基矢量Ni 和N̂i 下的分量分别为ÛA ij 和 ÛF ij , 即

  ÛA = 6
i, j

ÛA ij Ni ª N̂j , ÛF = 6
i, j

ÛF ij Ni ª N̂j1 ( 33)

Ni 和N̂i 分别关于时间 t 取导数, 因此引进旋率 8 和 8̂ 满足

  ÛNi = 8Ni = 6
j

XjiNj , N̂
#

i = - 8̂ T
N̂i = 6

j

X̂ij N̂j , ( 34)

其中 Xji = N̂j#( 8Ni ) , X̂ij = N̂i#( 8̂Nj ) ,且满足 X̂ij = - Xji1 则,把谱表示形式(7) 和谱表示形

式(23) 分别关于时间 t 取导数, 得

  ÛA = 6
i, j

[ ÛKiDij + ( Kj - Ki ) Xij ] Ni ª N̂j ( 35)

和

  ÛF = 6
i

[ f
(1)

( Ki , I 1, I 3)ÛKi + gc( Ki , I 1, I 3)ÛI 1 + hc( Ki , I 1, I 3)ÛI 3] Ni ª N̂i +

    6
i X j

[ f ( Kj , I 1, I 3) - f ( Ki , I 1, I 3) ] Xij Ni ª N̂j 1 ( 36)

其中   gc= 5f ( x 1, x 2, x 3) / 5x 2, hc= 5f ( x 1, x 2, x 3) / 5x 31 
综合考虑式( 33)、式( 35)和式( 36) ,得

  ÛF ij =

f
( 1)

( Ki , I 1, I 3) tr( ÛAEi ) + gc( Ki , I 1, I3)ÛI 1 + hc( Ki , I 1, I 3)ÛI 3,   i = j ,

f ( Kj , I1, I3) - f ( Ki , I 1, I 3)

( Kj - Ki )
ÛA ij ,   i X j 1 

( 37)

将式( 24)和式( 37)代入式( 36) ,有

  ÛF = 6
i

[ f
(1)

( Kj , I 1, I 3) - a1 - 2a2Ki ] tr( ÛAEi ) +

    gc( Ki , I1, I3)ÛI 1 + hc( Ki , I1, I3)ÛI 3 Ei +

    6
i, j

[ a1 + a2( Kj + Ki ) ] ÛA ijNi ª N̂j 1 ( 38)

ÛF 进一步可以表示为
  ÛF = a1ÛA + a2( AÛA + ÛAA) + [ f

(1)
( A) - a1I - 2a2A ]# 6

i

t r( ÛAEi ) Ei +

    gc( A)ÛI 1 + hc( A)ÛI 3, ( 39)

其中

  

f
(1)

( A) = 6
i

f
(1)

( Ki , I 1, I 3) Ei ,

gc( A) = 6
i

gc( Ki , I 1, I 3) Ei ,

hc( A) = 6
i

hc( Ki , I1, I 3) Ei 1 

( 40)

由式( 39)得
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  5F
5A = a1I t@ I + a2( A t@ I + I t@ AT

) + [ f
(1)

( A) - a1I - 2a2A ] @

    6
i

Ei ª E
T
i + gc( A) ª I + hc( A) ª D, ( 41)

其中 D = 5I 3/ 5A = I 2I - I 1A
T
+ ( A

T
)

2 (参见文献[ 18] ) 1 
3. 2  2个重根情况

将式( 41)取极限得到导数的表示形式1 注意 $K= K3 - K2 y 0时, 有

  

f
(1)

( K1, I 1, I 3) - a1 - 2a2K1 y f
( 1)

( K1, I 1, I 3) - a1 - 2a2K1 + o( $K) ,

f
(1)

( K2, I 1, I 3) - a1 - 2a2K2 y . 1$K+ . 2$K
2
+ o ($K2

) ,

f
(1)

( K3, I 1, I 3) - a1 - 2a2K3 y- . 1$K+

  (- . 2 + (1/ 6) f
(3)

( K2, I 1, I 3) ) $K
2
+ o ($K

2
) ,

( 42)

其中

  

. 1 = 2f ( K1, I 1, I 3) - 2f ( K2, I 1, I 3) + ( K2 - K1) [ 2f (1)
( K2, I 1, I 3) -

  ( K2 - K1)f
(2)

( K2, I 1, I 3) ] / 2( K2 - K1)
2

,

. 2 =
- 6f ( K1, I 1, I3) + 6f ( K2, I 1, I 3)

6( K2 - K1)
3 -

  ( K2 - K1) 6f (1)
( K2, I 1, I 3) + ( K2 - K1) [- 3f (2)

( K2, I1, I3) +

  ( K2 - K1)f
(3)

( K2, I 1, I 3) ] / 6( K2 - K1)
3 1 

( 43)

将式( 9)、式( 10)和式( 42)代入式( 41) ,取极限得

  5F
5A = a1I t@ I + a2( A t@ I + I t@ AT

) +

    [ f
( 1)

( K1, I1, I3) - a1 - 2a2K1] ( E1 ª E
T
1) +

    ( 1/ 2) [ f
(2)

( K2, I 1, I 3) - 2a2] [ H ª ( I - E
T
1) + ( I - E1) ª H

T
] +

    ( 1/ 6)f ( 3)
( K2, I 1, I 3) H ª H

T
+ g

*
( A) ª I + h

*
( A) ª D , ( 44)

其中

  
g

*
( A) = gc( K1, I 1, I 3) E1 + gc( K2, I 1, I 3) ( I - E1) + g

*
( K2, I1, I 3) H ,

h
*
( A) = hc( K1, I 1, I 3) E1 + hc( K2, I1, I3) ( I - E1) + h

*
( K2, I 1, I 3) H ,

( 45)

其中   g
*

=
52

f ( x 1, x 2, x 3)

5x 15x 2
, h

*
=

52
f ( x 1, x 2, x 3)

5x 15x 3
1 

3. 3  三重特征根时

进一步,对式( 44)取极限 $K= K2 - K1 y 01 注意当 $Ky 0时, 有

  

f
(1)

( K1, I 1, I 3) - a1 - 2a2K1 y

  $K2

6
f

(3)
( K, I 1, I 3) +

$K3

12
f

(4)
( K, I 1, I 3) +

$K4

40
f

(5)
( K, I 1, I 3) + o( $K4

) ,

f
(2)

( K2, I 1, I 3) - 2a2 y

  $K
3

f
( 3)

( K, I 1, I3) +
$K2

4
f

( 4)
( K, I 1, I 3) +

$K3

10
f

( 5)
( K, I 1, I 3) + o ($K3

)1 

( 46)

把式( 12)和式( 46)代入式( 44)中,得

  5F
5A = f

(1)
( K, I 1, I 3) I t@ I + (1/ 2) f

(2)
( K, I 1, I 3) ( Hct@ I + I t@ HcT

) +
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    ( 1/ 6)f ( 3)
( K, I 1, I 3) [ I ª ( HcT

)
2
+ Hc ª HcT

+ Hc2 ª I ] +

    ( 1/ 24)f
( 4)

( K, I 1, I 3) [ Hc ª ( HcT
)

2
+ Hc2 ª HcT

] +

    ( 1/ 120) f (5)
( K, I 1, I 3) Hc2 ª ( HcT

)
2
+ g

#
( A) ª I + h

#
( A) ª D, ( 47)

其中

  
g

#
( A) = gc( K, I 1, I 3) E1 + (1/ 2) g

#
( K, I 1, I 3) Hc2

,

h
#
( A) = hc( K, I 1, I 3) E1 + (1/ 2) h#

( K, I 1, I 3)Hc2
,

( 48)

其中   g
#

=
53

f ( x 1, x 2, x 3)

52
x 15x 2

, h
#

=
53
f ( x 1, x 2, x 3)

52
x 15x 3

1 

注记 3 当选取标量函数�f ( Ki , I 1, I 2) 时,需要用到 5 I 2/5 A1 则, 令 �D = 5I 2 /5A = I 1I - AT1 通过用

�f ( Ki , I 1, I 2) 和�D替换张量函数导数表示式(41) ,式(44) 和式(47) 中的 f ( Ki, I 1, I 3) 和 D , 可以得到文献[ 12]中

所表示的张量值函数导数1 

注记 4 当 gc( A ) = g* ( A) = g# ( A) = 0, hc( A) = h* ( A) = h# ( A) = 0时, 非对称各向同性张量值

函数导数的不变表达形式( 41)、式( 44)、式( 47)退化为 Balendran 和 Nema-t Nasser[ 4]的结果1 

4  结   论

本文给出求解非对称各向同性张量值函数及其导数的一种简便方法, 此方法具有如下特

征:

1) 此方法能够研究满足可交换条件的非对称各向同性张量函数1 扩展了非对称张量函
数的研究范围1 已有的非对称各向同性张量函数及其导数的研究结果只是本文的特殊情况1 

2) 由特征值的恒等式, 引进的标量函数 f ( Ki , I1, I 2) 或�f ( Ki , I 1, I 2) 容易确定,并且使有相

同特征根时求极限的过程变得容易1 
3) 求解对称各向同性张量函数及其导数的方法适用于无重特征根时非对称情况,有相同

特征根的结果可以通过极限的办法得到1 
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Basis-Free Expressions for the Derivatives of a Subclass of

Nonsymmetric Isotropic Tensor Functions

WANG Zh-i qiao,  DUI Guan-suo
( Institute of En gin eer ing Mechan ics , Beijing J iaotong Univ er sity ,

Beijing 100044, P . R . China )

Abstract: The method for solving the derivatives of symmetric isotropic tensor-valued functions pro-

posed by Dui and Chen was generalized to a subclass of nonsymmetric tensor functions satisfying the

commutative condition. This subclass of tensor functions is more general than those investigated by

the existing methods. In the case of three distinct eigenvalues, the commutativity makes it possible to

introduce two scalar functions, which will be used to construct the general nonsymmetric tensor func-

tions and their derivatives. In the cases of repeated eigenvalues, the results are acquired by taking

limits.

Key words: nonsymmetric tensor; derivative of tensor function; scalar function; fourth-order tensor
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