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摘要:  研究一类广义 Boussinesq 型方程的初边值问题,利用 Galerkin 方法证明问题局部广义解的

存在性与唯一性# 同时,通过使用凸性方法给出问题的解在有限时刻发生爆破的充分条件# 
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引   言

本文讨论如下广义 Boussinesq型方程的初边值问题

  utt + Auxxxx + Buxxxx tt = f ( u) xx ,   0 < x < 1; 0 < t < T, ( 1)

  u(0, t ) = u(1, t ) = uxx (0, t ) = uxx(1, t ) = 0,   0 [ t < T , ( 2)

  u( x , 0) = U( x ) , ut ( x , 0) = W( x ) ,   0 [ x [ 1, ( 3)

其中, u( x , t ) 是关于变量 x 和 t的未知函数, A> 0和 B> 0是物理常数, f ( x ) 是已知的非线

性函数, U( x ) 和 <( x ) 是给定的初始函数# 

在晶格动力学和水波的研究中都提出了如下的模型方程(见文献[ 1] )

  utt + Auxxxx + Buxxxx tt = C( u
2
) xx , ( 4)

其中 A> 0, B> 0和 CX 0是常数# 显然方程( 1)是方程( 4)的广义形式# 这种方程也被称为

Boussinesq方程(简称 Bq型方程)# 关于 Boussinesq方程的孤立子波解和行波解的研究, 已经有

大量的结果,具体的可见文献[ 2-5]及其内参考文献# 另外, 文献[ 6-8]对一些 Bq型方程的定

解问题做了讨论# 

本文首先证明问题( 1) ~ ( 3)的局部广义解的存在性与唯一性, 然后利用凸性方法证明问

题解的爆破# 

文中分别用 +# +和 +# +H m 表示L
2
(0, 1) 和 Sobolev空间H

m
(0, 1) 中的范数,有时也记

8 = (0, 1)# 

1  局 部解

本节将利用 Galerkin方法和紧性原理证明问题( 1) ~ ( 3)的解的存在性# 
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设 yj ( x )
]
j = 1是由特征值问题

  y d+ Ky = 0, y (0) = y (1) = 0,   0 < x < 1

对应于特征值 Kj ( j = 1, 2, ,) 的特征函数构成的 L
2
(0, 1) 中的一组标准正交基# 

设问题( 1) ~ ( 3)的近似解为

  uN ( x , t ) = 6
N

j = 1
LNj ( t ) yj ( x ) , ( 5)

其中 LNj ( t ) ( j = 1, 2, ,, N ) 是待定系数, N 是自然数# 设初值函数 U( x ) 和 <( x ) 能表示为

  U( x ) = 6
]

j= 1
lj yj ( x ) , <( x ) = 6

]

j= 1
nj yj ( x ) ,

其中 lj 和nj ( j = 1, 2, ,) 是常数# 把近似解( 5)以及初值函数的近似

  UN ( x ) = 6
N

j= 1
lj yj ( x ) , <N ( x ) = 6

N

j= 1
nj yj ( x ) ,

分别代入方程( 1)和方程( 3) ,然后对 x 在 8 上积分,得到

  (1 + BK2s ) &LNs + AK2s LNs = (f ( uN ) xx , ys ) , ( 6)

  LNs (0) = l s, ÛLNs(0) = n s,   s = 1, 2, ,, N , ( 7)

ÛLNs = dLNs( t ) / dt , (#, #) 表示 L
2
(0, 1) 中的内积# 

引理 1. 1  假定 f I C
2且f

( j)
( s) [ K j | s |

p+ 1- j
( j = 0, 1, 2) ,这里K j > 0是常数, p 是正

整数# 记

  EN ( t ) = 6
N

s= 1

(1+ AK2s + AK4s) L
2
Ns + (1 + K2s+ BK2s + BK4s) ÛL2Ns + 1# ( 8)

如果

  6
]

s= 1

(1 + AK2s + AK4s ) l
2
s + (1+ K2s + BK2s + BK4s) n

2
s + 1 < ] , ( 9)

则常微分方程组的初值问题( 6)、( 7) 在 [ 0, t0] 上存在古典解 L( t ) = ( LN 1( t ) , LN 2( t ) , ,,

LNN ( t ) ) , 并且

  EN ( t ) [ E 1-
p
2
At 0E

p / 2
- 2/ p

= B, ( 10)

在区间 [ 0, t 0] 上一致有界,其中 t 0 > 0, A > 0以及界 B 都与N 无关# 

证明  问题( 6)、( 7)是关于 LNs( t ) ( s = 1, 2, ,, N ) 的二阶常微分方程组的初边值问题,

可以等价的地化为 2N 维的一阶常微分方程组的初值问题, 再注意到 f 的光滑性, 局部解的存

在性是显然的# 记解的最大存在区间为[ 0, tN ) ,下面的估计表明 tN 有与N 无关的正下界# 

方程组( 6)的两端同乘以 (1 + K2s) ÛLNs ( t ) , 然后对 s = 1, 2, ,, N 求和, 并且两端都加上

( uN , uNt ) , 可以得到

  d
dt
EN ( t ) = 2(f ( uN ) xx , uN t + uNx 4t ) + 2( uN , uNt ) =

    2( f d( uN ) u2Nx + f c( uN ) uNxx , uNt + uNx 4t ) + 2( uN , uNt )# ( 11)

利用 Sobolev 空间的嵌入定理,注意到式( 8) , 有

  +uN (#, t ) +C
3
(�8 ) [ C0 +uN (#, t ) +H

4
( �8 ) [ C1( EN ( t ) )

1/ 2
, ( 12)

这里及下面出现的 Ci 均表示与N 无关的常数# 

利用HÊ lder不等式以及式( 8)和式( 12) ,可以得到
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  | 2(f d( uN ) u2
Nx + f c( uN ) uNxx , uNt + uNx4 t ) + 2( uN , uNt ) | [

    ( 2K 2 +uN (#, t ) +
p- 1
C(�8 ) +uNx(#, t ) +C(�8 ) +uNx (#, t ) + +

    2K 1 +uN (#, t ) +
p
C(�8 ) +uNxx (#, t ) +) ( +uNt (#, t ) ++ +uNx 4t (#, t ) +) +

    2+ uN (#, t ) + +uNt (#, t ) + [ A( EN ( t ) )
(p+ 2) / 2

, ( 13)

其中 A > 0是与 N 无关的常数# 对于 t I [ 0, tN ) , 由式( 11)和式( 13)知

  EN ( t ) [
EN ( 0)

[ 1 - ( p / 2) At ( EN (0) )
p / 2
]
2/ p [ E

1- ( p / 2) AtEp / 2
# 

如果 t 0满足1- ( p / 2) A t0E
p / 2 [ D, 其中 0 < D< 1, 则在区间[ 0, t0] 上式( 10) 成立, 且(2(1

- D) ) / ( pAEp / 2) [ t 0 < 2/ ( pAEp / 2) , 其中(2(1 - D) ) / ( pAEp / 2
) > 0是常数,这表明 tN 有正的

下界# 引理证毕# 

推论 1. 2  在引理 1. 1的条件下,问题( 1) ~ ( 3)的近似解 uN ( x , t ) 有估计式

  +uN (#, t ) +H
4 + + uNt (#, t ) +H

4 + + uN tt (#, t ) +H
4 [ C2,   t I [ 0, t 0]# 

证明  利用式( 10) ,并注意到式( 8)中 EN ( t ) 的表达式, 易知

  +uN (#, t ) +H
4 + + uNt (#, t ) +H

4 [ C3,   t I [ 0, t 0]# ( 14)

利用 Sobolev 嵌入定理知,

  +uN (#, t ) +C
3
(�8 ) [ C4,   P t I [ 0, t 0]# ( 15)

式( 6)两端同乘以 (1 + K2s) &LNs ( t ) ,并对 s = 1, 2, ,, N 求和,得

  6
N

s= 1

(1+ K2s) (1+ BK2s ) &L2Ns ( t ) + 6
N

s= 1

AK2s (1+ K2s) LNs( t ) &L2Ns( t ) =

    ( f ( uN ) xx , uNtt + uNx4 tt )

即

  +uNtt (#, t ) +2
+ ( B+ 1) +uNx2 tt (#, t ) +2

+ B+uNx4 tt (#, t ) +2
=

    ( f d( uN ) u2
Nx + f c( uN ) uNxx - AuNx 4uNtt + uNx 4tt )# ( 16)

利用式( 15) ,对式( 16)的右端使用Young不等式,并注意到式( 14) , 可得到

  +uNtt (#, t ) +2
+ ( B+ 1) +uNx2 tt (#, t ) +2

+ B+uNx4 tt (#, t ) +2 [ C5# ( 17)

由式( 14)和式( 17)知道,推论得证# 

定理 1. 3  在引理 1. 1的条件下,初边值问题( 1) ~ ( 3)存在唯一的局部广义解 u( x , t )# 

证明  在定理的假定条件下,问题( 1) ~ ( 3)的近似解 uN ( x , t ) 有估计式( 17)# 利用弱紧

性原理和 Ascol-i ArzelÀ定理知,存在 uN ( x , t )
]
N = 1中的子序列(还记为) uN ( x , t )

]
N = 1 和函

数 u( x , t ) ,满足当 N y ] 时, uNx rtj ( x , t )
]
N= 1( r = 0, 1, 2, 3, 4; j = 1, 2) 在L

2
(0, t 0; L

2
( 8) )

中分别弱收敛于 u ( x , t ) 相应的各阶导数 ux rtj ( x , t ) ( r = 0, 1, 2, 3, 4; j = 1, 2) , 同时

uNx ( x , t )
]
N = 1和 uNxx ( x , t )

]
N= 1分别在[ 0, 1] @ [ 0, t 0] 上一致收敛于 u( x , t ) 的相应导数

ux ( x , t ) 和 uxx( x , t )# 易知 u ( x , t ) 是初边值问题( 1) ~ ( 3)的局部广义解# 

现在证明局部广义解的唯一性# 设 u1( x , t ) 和 u2( x , t ) 是初边值问题( 1) ~ ( 3)的两个广

义解# 记

  U( x , t ) = u1( x , t ) - u2( x , t ) ,

则 U( x , t ) 满足

  Utt + AUxxxx + BUxxxxtt = f ( u1) xx - f ( u1) xx ,   0 < x < 1; 0 < t < t 0, ( 18)
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  U(0, t ) = U(1, t ) = Uxx(0, t ) = Uxx (1, t ) = 0,   0 [ t [ t0, ( 19)

  U( x , 0) = Ut ( x , 0) = 0,   0 [ x [ 1# ( 20)

式( 18)两边同乘以 Ut ( x , t ) ,并对 x 在( 0, 1)上积分, 通过分部积分, 并利用 Gargliardo-Nirenberg

不等式和 Young 不等式,有

  d
dt

+U(#, t ) +2
+ +Ut (#, t ) +2

+ A+Uxx(#, t ) +2
+ B+Uxx t (#, t ) +2

=

    - Q
1

0
[ f c( u1) u1x - f c( u2) u2x ] Ux tdx + 2Q

1

0
UUtdx =

    - Q
1

0
[ f c( u1) - f c( u2) ] u1x + f c( u2) Ux Ux tdx + 2Q

1

0
UUtdx =

    - Q
1

0
f d( u2 + H( u1 - u2) ) Uu1x + f c( u2) Ux Ux tdx + 2Q

1

0
UUtdx [

    C6 +U(#, t ) + +Ux t (#, t ) + + +Ux (#, t ) + +Uxt (#, t ) + +

    +U(#, t ) + +Ut (#, t ) + [

    C7 +U(#, t ) +2
+ +Ut (#, t ) +2

+ +Uxx (#, t ) +2
+ +Uxxt (#, t ) +2 # ( 21)

注意到式( 20) ,利用 Gronwall不等式,由式( 21)知

  +U(#, t ) +2
+ +Ut (#, t ) +2

+ A+Uxx(#, t ) +2
+ B+Uxx t (#, t ) +2

= 0,

这表明 u1( x , t ) = u2( x , t )# 唯一性得证# 定理证毕# 

2  解 的爆 破

引理 2. 1( Jensen不等式)  设 G ( x ) 定义在( a, b) 上, G( x ) I [ a1, b1] ,其中 a、b、a1和 b1

是有限数或 ] , F( x ) 是( a1, b1) 上的连续的凸函数# Q( x ) I L
1
[ a, b ] ,且 Q( x ) \ 0, 则

    F
Q

b

a
G ( x ) Q( x )dx

Q
b

a
Q( x )dx

[
Q

b

a
F ( G( x ) ) Q( x )dx

Q
b

a
Q( x )dx

在右端有限时成立# 

引理 2. 2
[ 9]  设 z ( t ) I C

2
满足 &z ( t ) \ h( z ) ( t \0) 并且 z (0) = Q> 0, Ûz (0) = S> 0# 

如果对所有的 s \ Q, 都有 h( s ) \ 0,则在 Ûz ( t ) 的定义域内有 Ûz ( t ) > 0且成立不等式

  t [ Q
z( t )

Q
S2+ 2Q

s

Q
h( N)dN

- 1/ 2

ds# 

定理 2. 3  设 u ( x , t ) 是问题( 1) ~ ( 3)的广义解# 假定如下条件满足:

( a) - P
2Q

1

0
U( x ) sinPxdx = Q> 0, - P

2Q
1

0
W( x ) sinPxdx = S> 0;

( b) f ( s) I C
2
( R ) 是偶的凸函数且满足

( � ) f (0) = 0, f ( Q) - AP2Q\ 0;

( � ) 当 s y+ ] 时 f ( s ) 增长得足够快, 使得积分

  �T = Q
+ ]

Q
S2 + 2P

2

1 + BP4 Q
s

Q
f ( N)dN-

AP2

2
s
2
+

AP
4
Q
2

1+ BP4
- 1/ 2

ds

收敛# 则存在有限时刻 T 0 [ �T , 使得

  lim
t yT

-

0

sup
x I ( 0,1)

| u( x , t ) | = + ] # 

证明  记
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  z ( t ) = -
P
2Q

1

0
u ( x , t ) sinPxdx# 

方程( 1)的两端同乘以 (P/ 2) sinPx 并在(0, 1) 上积分, 得

  - &z ( t ) + P
2
AQ

1

0
uxxxxsinPxdx +

P
2
BQ

1

0
uxxxxttsinPxdx =

P
2Q

1

0
f ( u ) xxsinPxdx# ( 22)

注意到 u ( x , t ) 满足的边界条件,利用分部积分可得

  P
2
AQ

1

0
uxxxxsinPxdx = - P

4
Az ( t ) , ( 23)

  P
2
BQ

1

0
uxxxx ttsinPxdx = - P4B&z ( t ) , ( 24)

  P
2Q

1

0
f ( u) xx sinPxdx = -

P3

2Q
1

0
f ( u) sinPxdx# ( 25)

把式( 23) ~ 式( 25)代入式( 22)可得

  (1 + BP4)&z ( t ) + AP4z ( t ) = P
3

2Q
1

0
f ( u) sinPxdx# ( 26)

利用 Jensen不等式,注意到关于 f 的假定, 知

  P
3

2Q
1

0
f ( u ) sinPxdx \P

3

2Q
1

0
sinPxdx#f

Q
1

0
u( x , t ) sinPxdx

Q
1

0
sinPxdx

=

    P2
f (- z ( t ) ) = P2f ( z ( t ) )# ( 27)

由式( 26)和式( 27)知,

  &z ( t ) \ P2

1+ BP4
[ f ( z ( t ) ) - AP2

z ( t ) ] , ( 28)

其中   z ( 0) = Q> 0, Ûz (0) = S > 0# 

首先表明 f ( s ) - AP
2
s \ 0对于所有的 s \ Q成立# 事实上,由于 f I C

2
( R) 且是偶的

凸函数, 则 f
d
( s ) \0且f

c
(0) = 0# 记f 0( s ) = f ( s ) - AP2

s, 则f
d
0( s ) = f

d
( s ) \0# 则f

c
0 ( s )

是单调增加函数# 由于

  f 0( 0) = f (0) = 0, f
c
0(0) = f

c
(0) - AP

2
= - AP

2
< 0,

且 f 0( Q) = f ( Q) - AP
2
Q\ 0,则 f 0( s) 在(0, Q) 内的某个点 s0处取到最小值,且 f

c
( s0) = 0# 

由于 f
c
0 ( s) 的单调增加性质, 对 s \ s0, f

c
0 ( s) \ f

c
0 ( s0) = 0, 从而 s \ s0时, f 0( s) 是单增

函数# 特别地, f 0( s) 在[ Q, ] ) 上单增, 且f 0( s ) \f 0( Q) \0,因而对 P s \Q, f ( s) - AP2 s \

0# 记

  h( s ) =
P2

1+ BP4
(f ( s) - AP2

s ) ,

则当 s \ Q时, h( s ) \ 0# 再注意到 z (0) = Q> 0, Ûz (0) = S> 0以及式(28) ,利用引理 2. 2

知, Ûz ( t ) 在其定义域内有 Ûz ( t ) > 0且

  t [ Q
z( t )

Q
S
2
+

2P
2

1 + BP
4Q

s

Q
(f ( N) - AP

2
N)dN

- 1/ 2

ds# 

因此,在有限时刻 T 0 [ �T , z ( t ) 产生奇性, 其中

  �T = Q
+ ]

Q
S2 +

2P2

1 + BP4 Q
s

Q
f ( N) dN-

AP2

2
s
2
+

AP4Q2

1 + BP4
- 1/ 2

ds# 

由于 z ( t ) > 0, 从而
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  z ( t ) [ sup
0< x < 1

| u( x , t ) | # 

则

  lim
t yT

-

0

sup
0< x < 1

| u( x , t ) | = + ] # 

定理证毕# 
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Blow-up of the Solution for a Generalized

Boussinesq Equation
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Abstract: The initial boundary value problem for a generalized Boussinesq equation was studied and

the existence and uniqueness of the local generalized solutions of the problem by Galerkin method

were proved. Moreover, the sufficient conditions of blow-up of the solution of the problem in finite

time by the concavity method were given.

Key words: Boussinesq equation; initial boundary value problem; local solution; blow-up of the so-

lution
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