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渐近上半紧的多值随机半流的随机吸引子
X
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摘要 :  该文研究多值随机半流的随机吸引子的存在性# 首先证明在拉回渐近上半紧及吸收的条

件下,关于极限集的一个抽象结果, 然后证明了随机的吸引子的存在性# 
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引   言

理解半流的渐近性态是现代数学物理中的最重要的问题之一# 处理具有耗散性质的系统

的一种方法是分析它的整体吸引子的存在性及其结构,在自治情况, 整体吸引子是一个紧的不

变集,它一致吸引在有界集上的所有轨道# 然而在自然科学的许多应用中,非自治系统及随机

系统是非常重要的且是有趣的# 

扩展整体吸引子的概念到非自治情况及随机情况导致了所谓的拉回吸引子(或上链)吸引

子理论的概念, 这些概念已经在非自治及随机动力系统中得到发展
[ 1-4]

,同时表明它们在理解

非自治及随机动力系统的动力学时非常有用# 

然而,困难出现在我们处理系统的解不具有唯一性或者模型是由微分包含来描述的系统# 

对于这些情况, 多值流被证明可以有效地处理这些微分方程及微分包含的渐近性态# 如果在

确定性系统中添加随机项,则又出现新的困难,因而对应的随机微分方程就必须用不同的方法

来处理# 

为了证明在非自治及随机多值半流中吸引子的存在性,最简单也是最强的假设是紧吸收

集的存在性[ 5- 6] ,但是这种假设一般不成立, 作为它的替代,我们通常用某种渐近紧性, 在文献

[7-8]作者分别考虑了具有拉回渐近紧非的自治单值及多值半流, 证明了拉回吸引子的存在

性,在文献[ 6]中作者也考虑了具有拉回渐近上半紧的非自治多值半流,证明了整体拉回吸引

子的存在性,但是在他们文中的整体拉回吸引子既不是紧的也不是不变的# 

本文我们考虑某些多值随机半流, 通过引进随机吸引子的概念来研究它们的渐近性态# 

我们证明在拉回渐近上半紧的假设下, 多值随机半流吸引子的存在性,且这个随机吸引子是紧

的不变的# 进一步, 如果有遍历性,那么这个随机吸引子是某个决定性有界集的极限集# 

在第 1节我们推广了文献[ 1]中的随机动力系统概念到多值映射情况,多值随机动力系统
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是一个满足上链性质的多值可测映射, 在这个框架下, 我们引进不变性、吸收性、吸引性等概

念,这些概念导致我们得到多值随机半流的随机吸引子存在性的一般结果# 在第 2节我们给

出主要定理的证明# 

1  多值随机半流的随机吸引子

X 是一个具有度量d 的完备的度量空间, F (X ) 是 BorelR- 代数# 用( 8 , F, P ) 表示一

个概率空间, Ht : 8 y 8 是 8 上的保测变换群, 满足映射( t , X) | y Ht X是可测的以及

� ) H0X = X对所有 X I 8;

� ) Ht ( HS X) = Ht+ S X对所有 X I 8, t , S I R# 

参数 t I R, R赋予 Borel R- 代数 B ( R)# 

记 P ( X ) 是 X 的所有非空子集组成的集合, 记

  B ( X ) = A I P ( X ) : A 是有界的 ,

  C( X ) = A I P ( X ) : A 是有界的 ,

  K ( X ) = A I P ( X ) : A 是紧的 # 

用 dist( C1, C2) 表示集合 C 1、C2 之间的Hausdorff半距离,它定义为

  dist( C1, C2) = sup
x I C

1

inf
y I C

2

d( x , y ) ,   对 C1、C2 < X# 

定义 1. 1  一个集值映射 G: R
+ @ 8 @ X y P( X ) 称为是多值随机半流,如果它满足

( � ) G(0, X) = Id 在X 上;

( � ) G( t + s , X) x = G ( t , Hs X) G ( s, X) x (上链性质) 对所有 t , s I R
+

, x I X , X I 8# 

  一个随机集是一个集值映射 C: 8 y 2X (2X 是X 的所有子集) ,满足对于所有 x ,映射 X | y

d ( x , C ( X) ) 是可测的# 如果一个随机集 C 满足对于 P几乎所有的 X及所有 t I R
+ 有

  G( t , X) C ( X) < C ( Ht X) ,

则称它是正向不变的,如果对于 P几乎所有的 X及所有 t I R
+ 有

  G( t , X) C ( X) = C ( Ht X) ,

则称它是不变的# 

一个随机有界集 C= C ( X) 是一个随机集 C且满足对于 P几乎所有的 X, C( X) I B

( X )# 用B
^

( X ) 表示所有的随机有界集的集合# 一个随机紧集C= C( X) 是一个随机集,

且对于 P几乎所有的 X, C ( X) 是紧子集# 

定义 1. 2  多值随机半流 G称为上半连续的, 如果对于所有的 t I R
+

, P几乎所有的X,对

于任意给定的 x I X 及G( t , X) x 的一个邻域 O, 存在 D> 0, 只要 d( x , y ) < D那么

  G( t , X) y < O# 

另一方面, G 称为下半连续的, 如果对于所有的 t I R
+

, P 几乎所有的 X, 给定 xn y x ( n y

] ) , 及 y I G ( t , X) x ,存在 yn I G( t , X) x n使得 yn y y# 如果 G 是上半连续的又是下半连

续的,则称 G 为连续的# 

对于随机有界集 D I B
^

( X ) , X I 8 及 t I R
+

, 记

  Ct
( X,D ) = G

s \ t
G( s , H- s X) D ( H- s X)# 

定义 1. 3  一个多值随机半流 G称为拉回上半紧的, 如果对于任意的随机有界集 D, P几

乎所有的 X I 8 ,存在 t 0 \ 0, 使得 Ct
0 ( X,D) I B( X ) ,对于任意 sn y+ ] ,任何序列 Nn I
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G ( sn, H- s
n
X) D( H- s

n
X) 是预紧的# 

定义 1. 4  如果一个随机集 A( X) 满足对确定的有界集 D, P 几乎所有的 X

  lim
s y ]

dist( G( s , H- s X) D, A( X) ) = 0,

则称它是吸引确定的有界集# 

定义 1. 5  一个随机集 B = B( X) 称为相对于B ( X ) 是吸收的,如果对任何确定的有

界集 D I B ( X ) , P 几乎所有的 X I 8 ,存在 t 0( X, D ) \0使得当 t \ t0( X, D) 时

  G( t , H- t X) D < B ( X)# 

定义 1. 6  族 A( X) 称为是随机多值半流 G 的随机吸引子, 如果它满足

1) A= A( X) 是一个随机紧集;

2) A= A( X) 吸引所有决定性有界集 D I B ( X ) ;

3) 它是不变的# 

对于一个决定性有界集 D ,它的极限集 + ( D, X) = +D ( X) 定义为

  +D ( X) = H
T \0

G
t \T

G( t , H- t X) D,

另外,对于一个随机有界集 D = D ( X) ,它的极限集 8D ( X) 定义为

  8D ( X) = H
T \0

G
t \T

G( t , H- t X) D( H- t X)# 

定理  假定多值半流 G 是连续的,拉回渐近上半紧的,并且存在一个相对于 B ( X ) 是吸

收的随机有界集B= B( X) I B
^

( X ) , 则 A= A( X) 是随机多值半流 G 的随机吸引子,

其中 A ( X) = G D I B (X ) +D ( X)# 

2  定理的证明

为了证明定理, 我们首先证明下面的结果:

引理 2. 1  y I +D( X) 当且仅当存在序列 t n y+ ] , x n I D及yn I G ( tn , H- t
n
X) x n满足

limn y+ ] y n = y# 

证明  假设 y I +D( X) , 那么对于所有 n I N, y I G t \nG ( t , H- t X) D, 因而存在 yn

I G t \nG ( t , H- t X) D,满足 | y - yn | < 1/ n# 因而存在序列 tn \ n, xn I D使得yn I G ( tn ,

H- t
n
X) xn 且 limn y+ ] yn = y# 

另一方面, 如果存在 tn y+ ] , x n I D 及 yn I G ( tn , H- t
n
X) xn使得 l imn y+ ] yn = y ,那么

对 PT I R
+

,如果 tn \ T , 我们有

  y n I G( tn , H- t
n
X) x n < G

t \T
G ( t , H- t X) D# 

这蕴含着

  y I G
t \T

G( t , H- t X) D# 

因而 y I +D ( X)# t

引理 2. 2  如果 G是拉回渐近上半紧的,且存在一个相对于B ( X ) 是拉回吸收的随机有

界集 B= B ( X) , 那么对 D I B ( X ) 及 P 几乎所有的 X I 8 ,集合 +D ( X) 是非空、紧的,

且

  lim
t y+ ]

dist( G ( t , H- t X) D, +D ( X) ) = 0# ( 1)

进一步,如果 G 是下半连续的, 则 +D ( X) 是不变的# 

证明  固定 D I B ( X ) ,因为随机有界集B= B( X) 相对于B ( X ) 是拉回吸收的,因
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而对 P 几乎所有的 X I 8 ,存在 t 0 \ 0使得对于所有 t \ t 0,

  G( t , H- t X) D < B ( X)# 

因此 Ct
0( X, D) I B ( X )# 因而如果我们考虑序列 tn y+ ] , 序列 xn I G( t n, H- t

n
X) D ;那么

由拉回渐近上半紧性, 我们能够找到子列收敛到 y# 由它的构造可知 y I +D ( X) ,因而对 P几

乎所有的 X, 这个集合是非空的# 

我们知道 +D( X) 是闭的, 因此为了证明它的紧性, 只要证明对于给定的序列 yn I

+D ( X) ,存在收敛子列# 首先观察到,因为 y n I +D ( X) , 存在 tn \ n及x n I G ( tn , H- t
n
X) D使

得

  d( xn, yn ) [ 1
n

# 

因为 G 是拉回渐近上半紧的,存在 x n 的子列x n
k
收敛到 y ,因而我们有 y n

k
y y , ( k y ] )# 

如果 1)不真,则存在 : > 0,序列 t n y+ ] ,及序列 x n I G ( tn , H- t
n
X) D,使得对所有 y I

+D ( X)

  d( xn, y ) \ :# 

对于序列 x n,由拉回渐近上半紧可知存在收敛子列 xn
k

y y I +D ( X) , 引出矛盾# 

接下来证明 +D( X) 是不变的# 固定( t , X) I R
+ @ 8 ,我们要证明如果 y I +D ( X) ,那么

G ( t , X) y I +D ( Ht X)# 因而我们有

  G( t , X) +D ( X) < +D ( Ht X)# 

事实上,如果 y I +D ( X) ,那么存在 t n y+ ] , 序列 x n I D 及 yn I G( t n, H- t
n
X, x n) 使得

  y n y y# 

G 的下半连续性蕴含着对于 Pz I G( t , X) y , 存在序列 z m I G( t , X) ym 使得 zm y z ( m y
] )# 于是

  z m I G( t , X) ym < G ( t + tm , H- ( t+ t
m

) ( Ht X) , xm) < G( t + t m, H- ( t+ t
m

) ( Ht X) ) D

且 t + t m y+ ] , xm I D# 因而 z I +D ( Ht X)# 

现在我们证明 +D ( Ht X) < G ( t , X) +D ( X)# 

对于 y I +D ( Ht X) 存在序列 t n y ] , 及序列 xn I D, y n I G( tn , H- t
n
X) x n 使得

  y n y y# 

如果 tn \ t , 那么

  G( t n, H- t
n
X) x n = G ( t , X) G( t n - t , H- ( t

n
- t) X) xn# 

因为 G 是拉回渐近上半紧的, tn - t y+ ] , xn I D, 所以存在序列 zn
k

I G( t n
k

- t ,

H- ( t
n
k
- t ) X) x n

k
收敛到 z I +D ( X) , 且有 y n

k
I G( t , X) z n

k
# G 的上半连续性保证了

  y I G( t , X) z < G ( t , X) +D ( X)# 

引理 2. 3  如果 B= B ( X) 是一个随机有界紧, 那么 8B ( X) 是非空紧# 

证明  B= B( X) 是一个随机有界集,因而如果考虑序列 t n y+ ] , 序列 xn I G ( tn ,

H- t
n
X) B( H- t

n
X) ,那么由拉回渐近上半紧性, 可知存在子列收敛到 y# 根据构造可知 y I

8B ( X) ,因此 8B ( X) 非空# 

我们知道 8B ( X) 是闭的,因而为了证明 8B ( X) 是紧的, 只要证明对任何给定的序列

y n I 8B ( X) , 我们能够找到收敛的子序列, 首先由 yn I 8B ( X) 可知存在 tn \ n及x n I
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G ( tn, H- t
n
X) B ( H- t

n
X) 使得

  d( xn, yn ) [ 1
n

# 

又因为 G 是拉回渐近上半紧的,所以存在 x n 的子序列x n
k
收敛到y ,因而我们有 yn

k
y y ( k y

] )# 

命题 2. 1  如果 B是拉回吸收族, 那么对所有 D I B ( X ) , P几乎所有的 X,

  +D ( X) < 8B ( X)# 

证明  固定 D I B ( X ) 及 y I +D( X) ,则存在序列 tn y+ ] , 序列 x n I D及y n I G ( tn ,

H- t
n
X) xn , 使得

  l im
n y ]

y n = y# 

由于 B= B ( X) 是拉回吸收的, 因而对每个 k I N,存在 tn
k

I t n 使得 tn
k

\ k 及

  G( t n
k
- k , H- ( t

n
k
- k ) ( H- k X) ) D < B( H- k X)# 

xn
k

I D 蕴含

  G( t n
k
- k , H- ( t

nk
- k ) ( H- k X) ) x n

k
< B( H- k X)# 

因为

  y n
k

I G( t n
k
, H- t

nk

X) xn
k

= G( k , H- k X) G ( tn
k
- k, H- ( t

nk
- k ) ( H- k X) ) xn

k
,

所以可取 z k I B ( H- k X) 使得 y n
k

I G( k , H- k X) zk# 由

  lim
k y+ ]

y n
k

= y ,

可得 y I 8B ( X)# 

定理的证明  固定一点 x 0 I X , 对于 n I N记 Dn = x | d ( x , x 0) [ n # 对于任何有

界集 D ,存在 n 使得D < Dn# 由命题 2. 1可知对于每一个固定的 n, P几乎所有的 X

  +D
n
( X) < 8B ( X)# 

于是对于 P 几乎所有的 X, 有

  G
n I N

+D
n
( X) < 8B ( X)# 

由 8B ( X) 的紧性可知, 对于 P 几乎所有的 X

  G
n I N

+D
n
( X) < 8B ( X) ,

且 A( X) = G n I N +D
n
( X) 是紧集# 另一方面,对于 P 几乎所有的 X,

  G
n I N

+D
n
( X) = G

D I B ( X)
+D ( X) ,

且 A= A( X) 是一个随机紧集# 

下证随机紧集 A= A( X) 是不变的,由引理2. 2可知对于任意有界集D, +D( X) 是不变

的,因而 G( t , X) +D
n
( X) = +D

n
( Ht X)# 于是对于 Px I A ( X) ,存在序列 x n < G n I N +D

n
( X) ,

使得 lim ny ] x n = x ,由 G的下半连续性可知,对于 Py I G( t , X) x 存在yn I G( t , X) xn 使得

limn y ] yn = y# 因为

  y n I G( t , X) xn < G( t , X) G
n I N

+D
n
( X) ,

所以

  y I G
n I N

G( t , X) +D
n
( X) = G

n I N
+D

n
( Ht X) = A ( Ht X)# 
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因此

  G( t , X) A( X) < A ( Ht X)# 

另一方面

  A ( Ht X) = G
n I N

+D
n
( Ht X) = G

n I N
G ( t , X) +D

n
( X) = G ( t , X) G

n I N
+D

n
( X)# 

给定 y I G( t , X) G n I N +D
n
( X) , 存在序列 xk < G n I N +D

n
( X) 使得 G ( t , X) x k y y ( k y

] )# 由 G n I N +D
n
( X) 的紧性可知存在 xk

l
使得 liml y ] xk

l
= x I G n I N +D

n
( X)# 又 G是上半

连续的,所以 liml y ] dist ( G ( t , X) xk
l
, G( t , X) x ) = 0# 因而我们有

  y I G( t , X) x < G ( t , X) G n I N +D
n
( X)# 

于是

  A ( Ht X) < G ( t , X) G
n I N

+D
n
( X) = G( t , X) A( X)# 

接下来我们证明随机紧集 A吸引任意确定性有界集# 由引理2. 2可知,对于任何确定性

有界集 D,

  lim
t y+ ]

dist( G ( t , H- t X) D, +D ( X) ) = 0,

且 +D ( X) < A ( X)# 因而我们有

  lim
t y+ ]

dist( G ( t , H- t X) D, A( X) ) = 0# 

因此定理得证# 

注  在定理的条件下,如果进一步假定随机有界集 B ( X) 是一致有界的 ,也即如果存在一个确定性有

界集 U, 使得对 X I 8 , B ( X) < U,则对于 P 几乎所有的X

  A ( X) = 8 B ( X)# 

这很容易由命题 2. 1 及事实 8 B ( X) < + U( X) 推得# 

命题 2. 2  在定理的条件下,如果我们进一步假定 Ht 是遍历的, 那么存在一个确定的有界

集合 U,使得对 P 几乎所有的 X,

  A ( X) = +U( X)# 

证明  命题证明的想法来自于 Crauel[ 9]文中# 为了完备性起见,我们给出它的证明# 

记  R( X) = inf r I R | A ( X) < B ( x 0, r ) ,

其中 x 0 是 X 中固定的点# 函数 R( X) 是可测的,于是存在 R 0 > 0使得

  P( X | R ( X) [ R0 ) > 0# 

令 U = B ( x 0, R0)# Ht 的遍历性蕴含对几乎所有的 X,存在序列 tn y ] 使得

  R( H- t
n
X) [ R 0# 

对于 x I A ( X) 及上面的 tn ,由 A的不变性可知,对 P n I N,存在 xn I A ( H- t
n
X) 使得

  x I G( t n, H- t
n
X) x n# 

因为 A ( H- t
n
X) < B( x 0, R 0) ,根据 +U( X) 的定义可知 x I +U( X) , 所以

  A ( X) < +U( X)# 

由 A( X) 的定义可知

  +U( X) < A( X) ,

所以

  A ( X) = +U( X)# 
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Random Attractors for Asymptotically Upper Semicompact

Multivalue Random Semiflows

LI Ting

( Depa rtm ent of Mathem atics , Suzhou Univer suty , Suzhou , Jian gsu 215006, P . R . China )

Abstract: The existence of random attractors for mult-i value random semiflows was studied. First an

abstract result on the existence of limit sets under the assumptions of pullback asymptotically upper

sem-i compact and absorbing is proved. Then the existence of random attractors is proved.

Key words: random attractor; asymptotically upper semicompact; absorbing set
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