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摘要:  用时变 ARMA 模型描述地震动时程,提出了采用 Unscented Kalman 滤波技术实现地震动瞬

时谱估计的思路# 算例分析表明, Unscented Kalman 滤波方法较 Kalman 滤波方法适用范围广, 具有

较高的时间和频率分辨率,能够更好地跟踪地震动的局部特性, 适合处理非线性模型或有突变特

性的模型的辨识问题# 不同阶数 ARMA模型的估计结果还表明, 以往被忽略的 ARMA 模型的理论

频率分辨力对地震动瞬时谱估计精度有重要影响, 应作为一个参考指标在 ARMA模型的判阶中加

以考虑# 
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引   言

近年来的研究表明, 用来描述地震动工程特性三要素的传统参数并不总是足以构成工程

结构的控制地面运动特征,而其它一些特性(如强度和频率非平稳特性)对于结构地震反应特

别是非线性反应在一定情况下同样具有不可忽略的影响# 对于这些特性, 研究者从不同的角

度相继提出了一些指标来描述,如用穿零率描述频率非平稳特性,用瞬时谱同时从时域和频域

描述强度和频率非平稳特性等[ 1]# 其中,瞬时谱是描述强度和频率非平稳特性非常有效的概

念,可以直观地反映地震动能量在时域和频域的分布# 因而, 地震动的瞬时谱估计成为目前

地震动工程特性研究的一个重要方向, 瞬时谱的精确估计及其衰减规律研究是这一研究的难

点# 

概括研究者所提出的各种地震动瞬时谱估计方法, 基本可分为非参数化方法和参数化方

法两类# 非参数化方法主要有时频分析(分布)方法(如短时傅氏变换、谱图、Wigner-Ville 分

布、Cho-i Williams分布以及基于高阶累积量的双谱或多谱等高阶谱分析方法)、演变谱方法、小
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波变换方法以及 HHT 方法等[ 1-4] ;参数化方法主要指基于 ARMA 模型的现代谱估计方法# 参

数化方法因分辨率高、谱曲线光滑、便于谱特性模型化及衰减规律研究等优点,受到更多的重

视[ 1, 5]# 

参数化方法一般包括以下 4个步骤: 1) 地震动的时变ARMA模型建模; 2) 时变 ARMA模

型的状态-空间模型表示; 3) 通过状态-空间模型的估计得到时变ARMA模型的参数; 4) 根据

时变ARMA模型的参数计算地震动瞬时谱# 其中,状态-空间模型的估计是核心,估计方法的

优劣及估计精度的好坏将直接影响到参数化方法的精度及可靠性, 选择适当的估计方法是参

数化方法的关键所在# 

常用状态-空间模型的估计方法有Kalman滤波类方法[ 2, 5- 9]、Grid滤波方法和Part icle(Monte

Carlo)滤波方法[ 9-10]等# 其中, Kalman滤波类方法包括标准Kalman滤波方法( KF) [ 2, 5- 9]、均方根

Kalman滤波方法( SRKF)
[ 8-9]
、扩展 Kalman滤波方法( EKF)

[ 8- 9, 11]
、最小均方方法( LMS)、递归最

小二乘(遗忘因子)方法( RLS)
[ 8]
、平滑滤波方法

[ 9]
等,此类方法计算过程较简便,对于 Gauss白

噪声驱动的线性状态-空间模型虽理论上可得到最小二乘意义下的最优估计,但实际应用中其

精度同时也强烈地依赖于噪声方差的估计精度# 更为重要的是, 在非 Gauss白噪声驱动或非

线性状态-空间模型条件下, 由于驱动白噪声的 Gauss化近似或非线性状态-空间模型的线性化

近似,可能导致次优的估计结果甚至滤波发散# 如一些研究已经指出,对于地震动时程其驱动

噪声更符合Cauchy 分布而非 Gauss分布, 此时使用此类方法必然会带来一定误差
[ 12]# Grid滤

波方法和 Particle滤波方法的适用条件不受 Gauss化和线性化的限制, 是基于 Bayes 概率准则

框架下的通用化状态估计方法,但这两类方法需根据先验给定的状态概率分布通过大量随机

采样实现状态及其方差的估计,计算量大,计算精度强烈地依赖于状态概率分布的先验知识,

这严重地制约了它们在实际中的应用# 

近年来提出的Unscented Kalman滤波方法(UKF)受到了关注# 该方法通过对少量的确定

性采样( Sigma点)进行 Unscented变换以实现对状态及方差的估计, 具有适用范围广、计算简

单、对状态及其方差估计精度高等优点[ 9-11]# 为此,本文采用该方法进行状态-空间模型的估

计以实现地震动瞬时谱的估计# 

1  地震动的时变 ARMA 模型建模及瞬时谱估计

1. 1  地震动的时变 ARMA模型建模

一般地,地震动时程 yk 可用时变 ARMA( p , q) 模型表示:

  y k - <1, ky k- 1- ,- <p , kyk- p = e k - H1, kek- 1- ,- Hq , kek- q , ( 1)

式中: ek 为驱动白噪 声且其均 值和方 差分别为 0 和 R2k ; Rk 也 称为包线 函数;

<i, k , i = 1, 2, ,, p 为时变自回归参数; Hi, k , i = 1, 2, ,, q 为时变移动平均参数; p 和q分

别为模型自回归和移动平均阶数; 下标 k 表示时刻 t = k$t ; $t 为采样间隔# 

引入后推算子 B,即令 B
n
yk = y k- n, B

n
ek = ek- n, 则式( 1)可简化为

  5k( B ) y k = ( k( B ) ek# ( 2)

对于平稳ARMA模型,即多项式 | 5k ( B ) | = 0的根均在复平面单位圆外,进一步有

  y k = 5
- 1
k ( B ) ( k( B ) ek = 6

]

i= 0
7 i , kek- i , ( 3)

表明: 一个 ARMA模型等价于一个无限冲激响应滤波器( IIR) ;地震动时程 y k 可认为是 IIR的
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输出, 即Gauss白噪声输入下一个时变线性系统的输出# 其中, 7 i , k 为脉冲响应函数, 可由

ARMA模型参数迭代计算得到[ 13]# 

1. 2  地震动的瞬时谱估计

ARMA模型的功率谱仅取决于ARMA模型参数, 其瞬时谱为

  p (f , k) = 2R
2
k
| ( ( e- i2Pf$t ) | 2

| 5 ( e
- i2Pf$t

) |
2$t =

    2R2k
| 1 - H1, ke

- i2Pf$t
- ,- Hq , ke

- i2Ppf$t
|
2

| 1- <1, ke
- i2Pf$t

- ,- <p , ke
- i2Ppf $t

|
2$t , ( 4)

式中: f 表示频率 (Hz) 且 f I [ 0, fNyq ] ; fNyq = f s/ 2 为 Nyquist 频率; f s 为采样频率, f s =

1/ ($t )# 

1. 3  时变 ARMA模型的判阶

地震动的瞬时谱仅取决于 ARMA模型参数,显然 ARMA模型的阶数选择是瞬时谱估计中

需考虑的一个重要因素# 对于时不变 ARMA 模型,根据线性系统的最小实现原则,采用 AIC、

FPE等准则及相应算法可方便地实现 ARMA模型的节俭化判阶
[ 14-15]# 对于时变 ARMA模型,

AIC、FPE等准则将不再适用,ARMA模型从理论上讲也可能是时变的, 这就为 ARMA模型的判

阶带来了很大困难# 为简便, 实际应用中常假定阶数不变, 用参数的时变性反映谱特征的时变

性# 因此, 在地震动的瞬时谱估计中,可根据地震动的谱特性和ARMA模型的理论分辨力、有

效工作区间及谱峰特性选择适当的阶数,以使感兴趣的谱峰落在ARMA谱的有效频率分辨区

间内[ 16]# 

2  时变 ARMA 模型的状态-空间模型表示

时变ARMA模型可用以下离散状态-空间模型表示[ 2, 13] :

  xk+ 1 = xk + vk , ( 5)

  y k+ 1 = H
T
k+ 1xk+ 1+ ek+ 1, ( 6)

式中: ( p + q ) @ 1的列向量 xk = [ <1, k , ,, <p , k , - H1, k , ,, - Hq , k ]
T称为状态向量; ( p + q )

@ 1的列向量 vk = [ v1, k , ,, vp+ q , k ]
T
称为过程噪声,其均值和方差分别为 0和 Qk ,且 Qk 为( p

+ q) @ ( p + q ) 的方阵; ( p + q) @ 1的列向量 Hk = [ yk- 1, ,, yk- p , ek- 1, ,, e k- q ]
T
称为观测

向量; ek 为观测噪声# 式(5) 称为状态方程, 它表示了系统不可测状态随时间的演变机制;

式(6) 称为观测方程, 它表示了对系统不可测状态的有噪声观测# 通常, 假定 vk与ek互不相

关# xk 和Hk 均是时变的向量,故式( 5)、式( 6)所示模型实质上表示的是非线性、非平稳的地

震动时程# 

另外尚有两种离散状态-空间模型表示方式[ 13] , 鉴于这两种模型属于双估计模型, 需同时

估计模型的状态和参数, 当模型信噪比较低时可能产生较大误差,且时变 ARMA 模型的参数

需根据状态向量计算得到,可能导致计算复杂度增大, 本文采用式( 5)、式( 6)表示的模型# 

3  状态-空间模型的Kalman滤波估计及Unscented Kalman滤波估计

3. 1  状态-空间模型的 Kalman滤波估计

标准 Kalman滤波估计步骤可用以下递推方程表示[ 2, 5-9] :

  P̂k+ 1 = Pk + Qk+ 1, ( 7)
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  Kk+ 1 = P̂k+ 1Hk+ 1( H
T
k+ 1 P̂k+ 1Hk+ 1+ R2k+ 1)

- 1
, ( 8)

  x̂k+ 1 = x̂k + Kk+ 1( yk+ 1- H
T
k+ 1x̂k) , ( 9)

  Pk+ 1 = ( I - K k+ 1H
T
k+ 1) P̂k+ 1, ( 10)

其中, ( p + q) @ ( p + q) 的方阵 P̂k+ 1 为状态方差的验前估计; ( p + q ) @ ( p + q ) 的方阵 Pk+ 1

为状态方差的验后估计; x̂k+ 1 表示状态向量的 xk 估计值; ( p + q) @ 1 的列向量 Kk+ 1 称为

Kalman增益;式(9) 中的 ê
-
k+ 1 = yk+ 1- H

T
k+ 1x̂k 称为预报误差,而根据 x̂k+ 1计算所得的 êk+ 1 =

yk+ 1- H
T
k+ 1x̂k+ 1 称为残差# 

将式( 7)、式( 8)分别改写为

  P̂k+ 1 = Pk / K, ( 11)

  Kk+ 1 = P̂k+ 1Hk+ 1( H
T
k+ 1 P̂k+ 1Hk+ 1+ K)- 1, ( 12)

则式( 11)、式( 12)、式( 9)、式( 10)表示了 RLS 方法的估计步骤, K称为遗忘因子, 且 K I [ 0,

1]# 

将式( 8)改写为

  Kk+ 1 = LHk+ 1, ( 13)

则式( 8)、式( 9)表示了 LMS方法的估计步骤, L称为梯度修正因子,且 L I [ 0, 1]# 

应注意到, 过程噪声方差 Qk、遗忘因子 K及梯度修正因子 L均反映了状态-空间模型的非

线性程度, 取值越大,模型的非线性特性越明显# 同时, 它们的取值对模型的时间分辨率和瞬

时谱在不同频段的方差也有显著影响[ 17]# 因此, 应根据地震动的时域和频域特性选择适当的

取值# 

3. 2  状态-空间模型的 Unscented Kalman滤波估计

Unscented Kalman滤波通过对少量的确定性采样( Sigma 点)进行Unscented变换以实现对状

态及其方差的估计# 根据本文的状态-空间模型,Unscented Kalman滤波估计方法主要包含以

下步骤:

  Vk+ 1 = [ V0, k+ 1, V1, k+ 1, V 2, k+ 1, ,, V2(p+ q ) , k+ 1] , ( 14)

  x̂
-
k+ 1 = 6

2( p+ q)

i = 0
W

m
i Vi , k+ 1, ( 15)

  P̂k+ 1 = 6
2( p+ q)

i = 0
W

c
i [ Vi , k+ 1 - x̂

-
k+ 1] [ Vi , k+ 1- x̂

-
k+ 1]

T
+ Qk+ 1, ( 16)

  Yi, k+ 1 = H
T
k+ 1 Vi, k+ 1,   i I [ 0, 2( p + q ) ] , ( 17)

  ŷ
-
k+ 1 = 6

2( p+ q)

i= 0
W

m
i Yi, k+ 1, ( 18)

  Pŷ
k+ 1

ŷ
k+ 1

= 6
2( p+ q)

i= 0
W

c
i [ Yi , k+ 1- ŷ

-
k+ 1] [ Yi , k+ 1- ŷ

-
k+ 1] + R2k+ 1, ( 19)

  Px
k+ 1

ŷ
k+ 1

= 6
2( p+ q)

i= 0

W
c
i [ Vi , k+ 1 - x̂

-
k+ 1] [ Yi , k+ 1- ŷ

-
k+ 1] , ( 20)

  Kk+ 1 = Px
k+ 1

ŷ
k+ 1
P
- 1
ŷ
k+ 1

ŷ
k+ 1
, ( 21)

  x̂k+ 1 = x̂
-
k+ 1+ Kk+ 1( y k+ 1 - y

-
k+ 1) , ( 22)

  Pk+ 1 = P̂k+ 1- Pŷ
k+ 1

ŷ
k+ 1
Kk+ 1K

T
k+ 1, ( 23)

其中, ( p + q ) @ (2p + 2q + 1) 的矩阵 Vk+ 1表示确定性采样( Sigma点) ,且
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V0, k+ 1 = x̂k ,

Vi , k+ 1 = x̂k + ( ( p + q + K) Pk) i ,     i I [ 1, p + q ] ,

Vi , k+ 1 = x̂k - ( ( p + q + K) Pk) i- p- q ,   i I [ p + q + 1, 2( p + q ) ] ,

( 24)

( ( p + q + K) Pk) i 表示( p + q) @ ( p + q ) 的方阵( p + q + K) Pk平方根的第 i 列(行) ; K=

A2( p + q+ J) ; 常数 A决定了 Vk+ 1在 x̂k周围的散布范围的大小, 一般取介于 10- 4 ~ 10- 2间的

正值; J是一个与 Vk+ 1峰态相关的常数,一般取0或 3- p - q ;标量 W
c
i 和W

m
i 称为采样的重要

性系数,取值为:

  

W
m
0 = K/ ( p + q + K) ,

W
c
0 = K/ ( p + q + K) + (1- A

2
+ B) ,

W
m
i = W

c
i = K/ [ 2( p + q + K) ] ,   i I [ 1, 2( p + q) ] ,

( 25)

B是一个与x̂k的先验分布相关的常数,对Gauss分布可取 B= 2# 式( 14)表示了确定性采样过

程;式( 15) ~ 式( 23)表示了通过Unscented变换对状态及其方差进行估计的过程[ 9- 11]# 

另外,对于非线性状态-空间模型,应用上述算法时仅需将式( 15)和式( 17)作相应调整即

可,无需通过一阶偏微分对其进行线性化处理# 

3. 3  估计结果的评判

不同滤波方法的估计结果,可通过标准化残差 êk / Rk 的统计特性来判断其优劣,即判断标

准化残差是否在一定保证率下符合 Gauss白噪声假定[ 2, 12]# 

此外,还可比较根据时变ARMA模型参数模拟的地震动与实际地震动在强度、频谱和持时等

工程特性以及结构反应等方面的符合程度,以对不同滤波方法的估计结果进行综合评判# 

3. 4  Kalman滤波与 Unscented Kalman滤波估计的关系

从式( 9)和式( 22)可以看出, Kalman滤波与Unscented Kalman滤波均包含了预估 ) 修正的
递推估计思想# 所不同的是, Kalman滤波直接依据高斯白噪声假定和线性状态-空间模型假定

简单地推导出状态参数的预估值、验前和验后方差及增益, 而 Unscented Kalman 滤波则通过

Unscented变换实现上述参数的估计# 只有在 Gauss 白噪声和线性状态-空间模型条件下,

Kalman滤波才在理论上是最小二乘意义上的最优估计方法# 但实际应用中由于过程噪声的

方差 Qk 难以精确估计,一般根据经验确定, 其取值对滤波结果的优劣有重要影响# 因此,即

使在 Gauss白噪声和线性模型条件下, Unscented Kalman滤波的实际效果也可能优于Kalman滤

波,这主要是由于两种方法对验前方差 P̂k、验后方差 Pk和 Kalman增益 Kk 的估计算法不同造

成的[ 9]# 在非Gauss白噪声条件下, Kalman滤波采用了Gauss化近似,其估计精度低于Unscent-

ed Kalman滤波方法且为次优估计# 在非线性状态-空间模型条件下, Kalman滤波采用线性化

(一阶Taylor展开)的处理方法对状态-空间模型进行近似, 因此它仅具有一阶精度且计算量

大、易于发散;而 Unscented Kalman滤波方法未采用线性化近似,具有二阶以上的精度且计算量

小、鲁棒性强[ 9, 11]# 

4  算 例分 析

本文以实际地震动记录 El Centro( 1940, N-S分量)为例, 分别用时变ARMA( 2, 1)和 ARMA

(10, 9)模型建模,用Kalman 滤波方法和Unscented Kalman滤波方法估计时变 ARMA 模型的参

数,由此计算地震动瞬时谱,通过瞬时谱、卓越频率及标准化残差统计特性对所用方法进行评
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价# 

4. 1  瞬时谱的比较

图1给出了采用不同ARMA模型两种滤波方法估计得到的地震动瞬时谱# 可以看出,它

们具有相一致的总体趋势, 即: 地震动的能量绝大部分集中于 10 s以前、5 Hz以下的时频面

内;在 2 s、5 s、10 s、15 s及 25 s有局部峰值出现;谱峰对应的频率即卓越频率随时间的变化规

律也大体相同# 

比较不同滤波方法的估计结果,可以看出:Unscented Kalman滤波方法比 Kalman滤波方法

更为细致地反映了谱峰随时间、频率的分布规律,具有较高的时间和频率分辨率,能够更好地

跟踪地震动的局部特性# 

比较不同ARMA模型的估计结果,可以看出: 高阶 ARMA模型的时间、频率分辨率比低阶

ARMA模型高;低阶 ARMA模型在低频段存在较明显的盲区,低频误差较大,而高阶 ARMA模

型在低频段可较好地分辨出谱峰# 

     ( a) ARMA( 2, 1)-KF               ( b) ARMA( 10, 9)-KF

     ( c) ARMA( 2, 1)-UKF               ( d) ARMA( 10, 9)-UKF

图 1 瞬时谱 p 的比较

4. 2  卓越频率的比较

地震动的卓越频率 ( Fg ) 可根据不同时刻谱峰对应的频率确定, 也可根据 ARMA 模型参

数计算得到[ 2- 3, 18]# 图 2给出了采用不同ARMA模型和两种滤波方法,根据ARMA模型参数计
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算得到的地震动卓越频率# 

( a) ARMA( 2, 1)

( b) ARMA( 10, 9)

图 2  卓越频率 Fg的比较

显然, Unscented Kalman滤波方法对卓越频率的跟踪能力较强, 对较低的卓越频率也能精

确分辨,非常适于卓越频率或相位有突变的场合# 而Kalman滤波方法一般适于卓越频率或相

位变化较缓慢的场合# 高阶 ARMA模型对卓越频率的识别精度比低阶 ARMA 模型高, 低阶

ARMA模型在有些时段明显存在对卓越频率的过高估计, 这主要是因为低阶 ARMA模型的有

效频率区间处于较高的频段, 当它估计较低频段的卓越频率时会产生较大的误差# 

4. 3  标准化残差的比较

表1给出了不同ARMA模型两种滤波方法的标准化残差自相关系数的统计特性# 从估计

精度看,Unscented Kalman滤波方法优于Unscented Kalman滤波方法、高阶ARMA模型优于低阶

ARMA模型# 
表 1 标准化残差自相关系数的比较

 

Kalman滤波

ARMA( 2, 1)

均值 方差

ARMA(10, 9)

均值 方差

Unscented Kalman滤波

ARMA(2, 1)

均值 方差

ARMA(10, 9)

均值 方差

理论值 0 6. 67@ 10- 4 0 6. 67@ 10- 4 0 6. 67@ 10- 4 0 6. 67@ 10- 4

估计值 - 2. 01 @ 10- 4 5. 81@ 10- 4 - 1. 72@ 10- 4 6. 01@ 10- 4 - 1. 59@ 10- 4 6. 13@ 10- 4 - 1. 41@ 10- 4 6. 31 @ 10- 4

置信区间

概率水准

   [ - 0. 051 6 0. 051 6]

0. 966 1 0. 970 7 0. 986 8 0. 991 8

5  结   论

本文针对地震动瞬时谱的精确估计这一难题,用时变ARMA模型描述地震动过程, 提出

了采用 Unscented Kalman滤波技术实现地震动瞬时谱估计的思路# 算例分析表明, Unscented

Kalman滤波方法较传统Kalman滤波方法适用范围广,更为细致地反映了谱峰随时间、频率的

分布规律, 具有较高的时间和频率分辨率,能够更好地跟踪地震动的局部特性,适合处理非线

性模型或有突变特性的模型的辨识问题# 算例结果反映出,高阶 ARMA 模型的时间、频率分
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辨率比低阶ARMA模型高,ARMA模型的判阶仍是一个值得深入研究的问题, 结合ARMA模型

理论频率分辨力的判阶方法应当是解决这一问题的出路所在# 本文关于 Unscented Kalman滤

波的尝试不仅为地震动瞬时谱的精确估计提供了新途径, 为今后地震动的瞬时谱模型化及仿

真研究奠定基础,同时也为信号分析处理在土木工程中的应用如结构系统识别等提供了新思

路# 
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Abstract: Representing earthquake ground motion as time varying ARMA model, the instantaneous

spectrum can be determined only by the time varying coefficients of the corresponding ARMA model.

Then, unscented Kalman filter was introduced to estimate the time varying coefficients. The compar-i

son between the estimation results of unscentedKalman filter and Kalman filter method shows that un-

scented Kalman filter can more precisely represent the distribution of the spectral peaks in time-fre-

quency plane than Kalman filter and its time and frequency resolution is finer which ensures its better

ability to track the local properties of earthquake ground motions and to identify the systems with non-

linearity or abruptness. Moreover, the estimation results of ARMA models with different orders ind-i

cate that the theoretical frequency resolving power of ARMA model which was usually ignored in for-

mer relevant studies has great effect on the estimation precision of instantaneous spectrum and it

should be taken as one of the key factors in order selection of ARMA model.

Key words: unscented Kalman filter; earthquake ground motion; instantaneous spectrum; time vary-

ing ARMA model
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